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PRÉFACE. 


■» , 


Tous ceux qui ont étudié avec soin et observa- 
tion les mathématiques élémentaires, ont sans 
doute remarqué que les auteurs qui ont écrit des 
traités de statique, semblent avoir abandonné pour 
cette science , si utile par ses applications et si fé- 
conde par ses résultats, la rigueur de démons- 
tration qui forme aujourd’hui la base de toutes les 
sciences positives ; la théorie des centres de gravité 
surtout manque de développements , et ne présente 
que des résultats déduits de considérations peu ri- 
goureuses, souvent en opposition avec les idées 
géométriques acquises jusque-là, et qui doivent 
laisser du doute dans l’esprit de l’élève qui , non 
encore familiarisé avec le calcul infinitésimal , ne 
connaît pas les méthodes purement mathématiques 
qui confirment ces résultats. Ce vice nous paraît 
d’autant plus dangereux que, dans la statique, 
toutes les vérités utiles sont loin d’être connues, et 
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qu’il faut mettre l’élève à même de faire usage de 
l’esprit de recherche ; ce motif nous a déterminé à 
présenter les propositions sous forme de problèmes; 
nous avons cherché à donner la détermination des 
centres de gravité avec rigueur et simplicité ; nous 
n’avons pas cru devoir admettre avec certains au- 
teurs , qu’une ligne ou une surface qui divise un 
plan ou un corps en deux parties symétriques , 
contient le centre de gravité de ce plan ou de ce 
corps ; nous avons dans chaque cas donné plusieurs 
démonstrations dont l’une est dégagée de calcul ; 
nous avons examiné tous les corps géométrique- 
ment définis; nous avons simplifié certains théo- 
rèmes connus , nous en avons ajouté ou généralisé 
plusieurs autres : nous avons exposé quelques ap- 
plications, de la théorie des centres de gravité, et 
nous avons terminé par l’examen des diverses mé- 
thodes employées jusqu’à ce jour. 

Ce petit essai est suivi de notes qui renferment . 
une nouvelle démonstration du volume de la pyra- 
ramide triangulaire, du binôme de Newton, et 
tle la règle de Descartes dont on a tiré quelques 
conséquences remarquables sur les racines imagi- 
naires; celle relative au binôme est entièrement 
indépendante de la théorie des combinaisons. Ces 
notes se terminent par la discussion des lignes du 
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deuxième degré ou des courbes du premier degré ; 
nous avons montré qu’en ne faisant usage que de 
l’équation générale du deuxième degré, on pouvait 
facilement établir toutes les propriétés de ces cour- 
bes, celles de leurs tangentes , de leurs asymptotes , 
de leurs diamètres , de leurs cordes , et même de 
leurs rayons vecteurs : cette manière d’envisager la 
géométrie analytique est plus simple et plus fé- 
conde ; enfin , nous avons fait voir que les équations 
réduites de ces courbes restent les mêmes , quelle 
que soit l’inclinaison des diamètres conjugués aux- 
quels on les rapporte, sans qu’on soit obligé d’avoir 
recours aux doubles transformations en usage dans 
les ouvrages élémentaires ; car, en nous appuyant 
sur ce que l’on peut toujours faire disparaître le 
deuxième terme d’une équation , nous sommes ar- 
rivé aux équations réduites , sans autre opération 
que celle qui consiste à faire une inconnue égale 
à une autre inconnue augmentée ou diminuée 
d’une quantité donnée , c’est-à-dire à changer seu- 
lement l’origine des axes des exordonnées ; cette 
amélioration jointe à la précédente, simplifie 
beaucoup la géométrie analytique , et rend inutile 
la théorie des diamètres conjugués qui forme la 
partie la plus difficile et la plus fastidieuse pour 
les élèves. 
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Cettq deuxième édition renferme des augmenta- 
tions considérables présentées à la tin de l’ouvrage 
sous forme d’additions. On y trouvera , entre autres 
choses , une démonstration rigoureuse et élémen- 
taire du théorème de Thomas Simpson , une déter- 
mination toute géométrique des sections coniques 
et de la propriété de leurs rayons vecteurs , une 
solution élégante et facile du problème de la divi- 
sion d’un angle en un nombre impair quelconque 
de parties égales , problème qui n’avait pas encore 
été résolu dans toute sa généralité : cette solution 
ofîre cela de remarquable, que la courbe auxiliaire, 
qu’on peut construire très - exactement , reste la 
même dans chaque cas , quel que soit l’angle , pro- 
priété qui en rend l’usage utile dans les arts. La 
composition des forces concourantes y est réduite 
à sa plus grande simplicité ; et ces additions se ter- 
minent par la solution du problème général des 
distances , si utile dans les constructions , et que le 
calcul a été jusqu’à présent impuissant à résoudre. 

Nous devons ici réparer un oubli et citer le nom 
de M. Mazon, savant médecin et mathématicien ' 
habile , qui nous a dirigé dans l’étude des sciences 
positives. 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


• , 

Lorsqu’on veut appliquer les lois de l'équilibre 
aux corps tels qu’ils existent dans la nafure, il est 
nécessaire d’avoir égard à une nouvelle force qu’on 
nomme la pesanteur. 

La pesanteur est cette cause inconnue qui attire 
tous les corps vers la terre. On sait en effet que tous ' 
les corps sont pesans, c’est-à-dire qu’abandonnés 
librement à eux-mémes ils tombent vers la surface 
de la terre; et même, lorsqu’ils sont soutenus par 
quelque obstacle fixe, leur tendance à tomber se fait 
encore sentir par la pression qu'ils exercent contre 
cet obstacle. La pesanteur qui les tire ainsi vers la 
terre est une force qui sôllicite leurs moindres parti- 
cules, et agit également sur chacune d’elles, car l’ex- \ 
périence prouve que, dans le vide, des corps quel- 
conques de masses- inégales tombent de la même 
hauteur avec la même vitesse. 

La direction de la pesanteur est représentée par 
celle d’un fil à plomb en équilibre, c’est-à-dire par 
üne perpendiculaire à la surface des eaux tranquilles. 

Cette dernière est ce qu’on nomme une verticale , et 
le plan qui lui est perpendiculaire s’appelle plan 
horizontal. La surface des eaux étant à peu près 

1 

». 
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sphérique, la verticale change en chaque lieu, et les 
directions de la pesanteur vont toutes concourir au 
centre de la terre. Mais comme les distances que l’on 
considère en statique sont infiniment petites par 
rapport au rayon de la terre, nous pouvons admettre 
- que deux verticales peu éloignées sont parallèles. 

D’un autre côté la pesanteur n’est pas rigoureuse- 
ment la même pour des lieux différens; elle varie à 
la surface de la terre : elle est la plus grande au pôle 
et diminue ensuite jusqu'à l'équateur où elle est la 
plus petite. De plus, pour deux lieux à égale distance 
de l’équateur, il y a encore, une variation dépendante 
de l’éloignement de ces lieux par rapport au cen- 
tre de la terre; on sait en effet que l’intensité de la 
pesanteur croît en raison inverse du carré des dis- 
tances au centre de la terre. Néanmoins nous consi- 
dérerons la pesanteur comme une force constante, 
parce qu’il n’y a pas assez de différence entre ces 
distances des molécules des corps que nous avons à 
considérer, soit à l’équateur, soit au centre de la 
terre, pouis que ces variations soient sensibles. 

D’après ce qui précède, il est évident que la ré- 
sultante de toutes les forces de la pesanteur leur 
est parallèle et est égale à leur somme. Cette quan- 
tité de résultante oula force qui en résulte pour cha- 
que corps est ce qu’on nomme son poids. Ce dernier 
est donc proportionnel au nombre de molécules qui 
composent le corps, et qu’on nomme sa masse , et 
est égal à la pression qu’exerce ce corps contre un 
obstacle fixe sur lequel il serait soutenu. 

Les forces de la pesanteur pouvant être entière- 
ment assimilées à des forces parallèles, il en ré- 
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suite qu’elles ont un centre, c'est-à-dire un point 
par lequel passe continuellement leur résultante, 
quelle que soit l’inclinaison de ces forces ; en sorte 
que pour chaque corps il existe lin point unique 
qui appartient constamment à la direction de son 
poids, quelle que soit d’ailleurs la position de ce corps: 
ce point unique s’appelle centre de gravité. On voit 
que la position de ce point ne dépend en rien de la 
gravité, mais seulement de la manière dont toutes les 
molécules sont disposées les unes à l’égard des au- 
tres : c’est ce qui avait fait donner à ce point la 
fausse dénomination de centre, de masse ou de fi- 
gure. 

Soit M la masse d’un corps, c’est-à-dire la quan- 
tité de matière qu’il renferme, soit V le volume de 
ce corps. Si ce corps est homogène, c’est-à-dire si à 
des volumes égaux répondent des masses égales, le 


M , , m , 

rapport — sera égal au rapport — des quantités ana- 


logues pour un élément du corps. Ce rapport con- 
stant est appelé densité du corps ; mais si le corps 

, , , , M . , , , m M 

est heterogène — ne sera plus égal a — , et alors — 
Y • v V 


est ce qu’on’ appelle la densité moyenne du corps. 

Concevons que le corps sans changer de masse 
diminue de volume; la densité variera à chacun de 
ses points. Si les trois dimensions décroissent à la 
fois jusqu'à devenir nulles, la masse se concentrera 
en un seul point, et on aura l’idée d’un point maté- 
riel. Si deux dimensions seulement diminuent, on 
aura une ligne matérielle; enfin si une seule direction 
se réduit à zéro, on aura une surface matérielle. Si 
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des portions égales de masse se concentrent sur des 
portions égales de surface oudeligne^ la masse rela- 
tive à une partie sera proportionnelle à l’aire ou à lu 
longueur de celte partie, et le rapport d’une portion 
de ligne ou de surface à la niasse correspondante 
sera la densité de la ligne ou de la surface; dans le 
cas contraire, le rapport que je viens d’énoncer sera 
la densité moyenne de la portion que nous considé- 
rons. Nous supposerons les corps homogènes. 

La première question qui s’oflre à l’esprit est de 
savoir si le centre de gravité d’un corps est toujours 
un point de ce corps. D’abord il est évident que le 
cenLre de gravité se trouve nécessairement dans la 
sphère circonscrite au corps, car la ligne qui joint 
deux points quelconques de ce corps est toute com- 
prise dans cette sphère : parla même raison, le centre 
de gravité de tout corps à surface convexe se trouve 
dans l’espace circonscrit par cette surface; mais il 
n’en est pas de même des corps à surface concave, car il 
peut se trouver des points de ces corps, tels qu’en 
les joignant par une ligne droite, cette ligne est en 
, tout ou en partie hors des corps. 

Comme on peut concevoir qu’à toutes les forces 
de la pesanteur on ait substitué leur résultante , on 
peut considérer le centre de gravité d’un corps 
comme un point où se prouve concentrée toute la 
masse de ce corps : en sorte qu’on pourra regarder un 
corps comme réduit à son centre de gravité, qui sera 
sollicité par une face ég f ale à son poids. 

Si on fixe le centre de gravité d’une manière inva- 
riable , le corps restera en équilibre dans toutes ses 
positions autour de ce point ; si ce n’est pas le centre 
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de gravité qui est fixe , mais un autre point, il suf- 
fira, pour l’équilibre, que la ligne qui joint ces deux 
points soit une verticale. Si le centre de gravité est 
plus haut que le point fixe, le corps sera supporté; 
dans le cas contraire il sera suspendu. 

'11 existe quelques méthodes excessivement simples 
pour déterminer ltr centre de gravité d’un corps; 
mais ces déterminations sont purement expérimen- 
tales ; la méthode la plus simple consiste dans l’em- 
ploi du fil à plomb. En effet, si on suspend succes- 
sivement le corps par deux de sés points , et que l’on 
trace dans chaque cas effectivement ou idéalement 
la prolongation du fil de suspension à travers le 
corps, lorsque l’équilibre est bien établi, ces deux 
direction^ se couperont au centre de gravité. 

On peut aussi déterminer la position de ce centre , 
en faisant reposer les corps sur un plan horizontal , 
et essayant de le mettre en équilibre en ne le faisant 
loucher que par un seul point ; car alors le centre se 
trouvera sur la verticale du point de contact. Pour 
opérer plus simplement , on appuie le corps sifr un 
plan incliné , susceptible d’être élevé sous divers 
angles ; alors tout se réduit à observer l’inclinaison 
du plan. Deux opérations semblables déterminent le 
centre de gravité. 

Voyons maintenant comment on peut déterminer, 
par des procédés rigoureux , le centre de gravité d’un 
corps ou d’un assemblage de corps. 

En général , ce centre n’est autre chose quele point 
d’application de la résultante de toutes les forces de 
la pesanteur appliquées à toutes les molécules ; mais 
lorsque le corps dont il s’agit peut se décomposer en, 
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plusieurs parties dont on connaît les centres de gra- 
vité, il suffit alors de remplacer chaque partie par 
une force é^aîe à son poids appliquée à son centre 
de gravité, et de chercher le point d’application de 
la résultante de toutes ces forces. On agira de 
même pour trouver le centre de gravité du système 
de plusieurs corps, dont on connaît les centres de 
gravité respectifs. On pourra donc pour cela em- 
ployer, soit la composition des forces, soit la théorie 
des momens. * 

Il résulte de là que la distance du centre de 
gravité du système de plusieurs corps à un plan est 
égale à la somme des momens de leurs poids , par 
rapport au plan , divisée par la somme des poids , 
ou a la somme des momens des masses , divisée par 
la somme des masses , puisque les masses sont pro- 
portionnelles aux poids. Dans le cas où les masses 
sont égales, cette distance est égale z la moyenne 
distance des centres de gravité de tous les corps à 
ce plan. 

La détermination du centre de gravité d’un sys- 
tème quelconque se réduit donc à trouver la distance 
de ce point h trois plans quelconques , que l’on prend 
ordinairement rectangulaires entre eux. 

Dans plusieurs cas , ces opérations se simplifient 
beaucoup. En effet, d’après ce qui précède, la somme 
des momens, par rapport à un plan passant par le 
centre de gravité du système , est égale à zéro, et ré- 
ciproquement. On voit d’après cela que, lorsque 
tous les centres de gravité des corps soDt dans ce 
même plan , celui du système s’y trouve aussi , et 
par conséquent ce dernier sera entièrement déter- 
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miné si l’on connaît sa distance à deux autres plans. 
Si en outre ces deux plans sont perpendiculaires aux 
premiers , il suffira de chercher les distances de ce 
centre à leurs traces ; ainsi , si on trace dans le plan 
donné deux axes rectangulaires entre eux, on aura 
les distances du centre de gravité à ces axes en di- 
visant la somme des momens des masses, par rap- 
port à ces axes , par la somme des masses. Donc , le 
centre cherché se trouvera à l’intersection de deux 
droites parallèles aux axes , et tirées aux deux dis- 
tances trouvées. 

Par les mêmes raisons, lorsque les centres de gra- 
vité des corps se trouvent sur une même ligne droite, 
cette dernière contient le centre de gravité du sys- 
tème. Il suffit donc alors , pour déterminer ce centre 
de gravité, de chercher sa distance à un seul plan. 
Ou si on prend ce dernier perpendiculaire à la ligne 
des centres, les distances à ce plan seront les mêmes 
que les distances au point où il coupe la ligne. Ainsi , 
lorsque les centres de gravité de plusieurs corps se 
trouvent sur une ligne droite , la distance du centre 
de gravité du système, à un point de cette droite , 
est égale à la somme du moment des masses , par rap- 
port à ce point, divisée par la somme des masses. 
Donc, pour avoir ce centre de gravité, il suffira de 
porter la distance trouvée sur cette ligne , et à partir 
du point choisi. 

Dans tout ce que nous venons de dire, il est entendu 
que l’on prend, avec des signes contraires, les mo- 
mens des masses qui sont de différens côtés de l’axe 
ou du plan des momens. 

Lorsque le corps ne peut être décomposé en parties 
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dont on connaît les centres de gravité , on peut tou- 
jours considérer ce corps comme formé de particules 
qui sont elles-mêmes leur centre de gravité. Alors 
on obtiendra la distance de ce centre de gravité du 
corps à un plan , en divisant la somme des momens 
des masses de toutes ces molécules par la somme des 
masses ou la masse totale. C'est là la méthode em- 
ployée dans le calcul infinitésimal; mais il existe, 
pour presque tous les corps géométriquement défi- 
nis , des méthodes simples et rigoureuses que nous 
allons exposer. 



CENTRES DE GRAVITÉ 


DES SURFACES. 


THÉORÈME. 

Lorsqu’un système de forces parallèles peut être 
partagé en deux parties , telles que l’une d’elles soit 
moindre que toute quantité donnée , ou que leur 
rapport soit plus grand que toute quantité assignée, 
et qu’en même temp$ le point d’application de la 
résultante de sa plus grande partie est sur une ligne 
ou une surface déterminée de position, le point 
d’application de la résultante de tout ce système est 
aussi sur cette ligne ou cette surface. 

J’observe d’abord que la résultante de tout le 
système peut être considérée comme étant la résul- 
tante de deux autres forces, dont l’une P est la résul- 
tante de la plus grande partie, et l’autre Q est celle 
de la plus petite, et en outre que le point d’applica- 
tion de la résultante de deux forces parallèles est sur 
la ligne droite qui joint leurs points d’application. 
Cette ligne est évidemment plas petite que le 
diamètre D de la sphère qui comprend tous les points 
d’application des forces qui composent le système 
dont il s’agit : cela posé, je dis que le point d’appli- 
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cation delà résultante R des deux forces P et Q est 
sur la ligne ou sur la surface où se trouve celui de la 
force P : car, supposons que cela ne soit pas, et que 
d représente la plus petite distance de ce point à 
cette ligne ou à cette surface. En représentant par a 
la distance du point d’application de la force R à 
celui de la force P, et par b sa distance à celui de 
la force Q , on aura 

P ■■ Q b a d’où P = Qx-ou? = -, 

a Q a 

mais a est plus grand que d et h et plus petit que 
r» .. b P 

U , ainsi — ou — ne pourrait pas être plus grand 
D 

*l u ® qui 1106 quantité limitée , et par consé- 
quent Q ne pourrait pas être moindre que toute 

P 

quantité donnée, ou — ne pourrait pas être plus 

grand que toute quantité assignée , ce qui est contre 
supposition j donc, etc. 

I THÉORÈME. 

Le centre de gravité d’une surface ou d’un corps 
se trouve sur la ligne ou sur le plan qui divise cette 
surface ou ce corps en deux parties égales (bien en- 
tendu que ces deux parties peuvent coïncider en 
’ tournant autour de la ligne ou plan commun). 

Planche I. Soit mn la ligne ou le plan qui divise la surface 

Fig. i. 

ou le corps en deux parties égales , o le centre de 
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gravité de l’une des parties; en menant oo' perpen- 
diculaire sur mn, et prenant bo' s= bo , le point o' sera 
le centre de gravité de l’autre partie : en effet , 
les centres de gravité des deux parties doivent coïn- 
cider en pliant la figure sur mn , ce qip exige que le 
point o' soit sur la perpendiculaire ob à une distance 
o'b =5 ob : mais puisque les deux parties sont égales 
d’après la composition des forces parallèles, le centre 
de gravité de la figure est sur le milieu de oo\ ainsi 
il est sur mn. ■ ■ 

Conséquences. 

Donc le centre de gravité d’une ligne droite est à ^E- 
son milieu. 

Le centre de gravité du contour d’un triangle 
est le centre du cercle inscrit au triangle formé en 
joignant les milieux des trois côtés. Soient p , p\ p" 
des forces appliquées aux milieux des côtés et re- 
présentant ces côtés : le centre de gravité cherché 
sera le poin\ d’application de la résultante de ces 
trois forces : soit h le point d’application de la résul- 
tante des deux forces p,p\ le centre de gravité est sur 
m"h; or, on a hm' : hm : : p . p' i : ab : ac .• ; m'm" : 
mm ", ce qui prouve que m"h divise l’angle mm"m' 
en- deux parties égales ; on démontrerait de même 
qu’il se trouve sur m'k qui divise également l’angle 
mm'm". 

Donc, etc. 

Le centre de gravité du contour d’un parallélo- 
gramme est à son centre ou à l’intersection de ses deux 
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diagonales : car, en considérant chaque côté comme 
concentré en son milieu, ce point est le point d’ap- 
plication des forces appliquées aux milieux des trois 
côtés, qui sont égales deux à deux. 

Fig. 3. On verrait.de même que le centre de gravité d'un 
polygone régulier, ou d’un polygone symétrique, esta 
son centre. On peut observer à ce sujet que le centre 
de gravité d’un pentagone régulier abcdf est au 
point n intersection de d met bo , m et o étant les 
milieux des côtés ab,fd , car le centre de gravité 
du système des deux côtés fd , de , est au milieu de 
or; de môme le centre des deux côtés af, bc se 
trouve au milieu de o'p , et par suite le centre de 
' ces quatre côtés est sur dm, qui contient aussi celui 
de ab. 

Donc , etc. 

. En général , il sera très-facile de déterminer le 
centre de gravité du contour d’un polygone quel- 
. conque , puisqu’on pourra remplacer chaque côté par 
son poids appliqué en son milieu, et qu’il n’y aura 
qu’à chercher le point d’application de la résultante 
de toutes ces forces. 

Le centre de gravité de la circonférence et de la I 
surface d’un cercle est, à son centre , car il est l’in- 
tersection de deux diamètres qui divisent le cercle 
et la circonférence en deux parties égales : de même 
le centre de gravité du contour ou de la surface d’une 
ellipse ou d’une hyperbole est au centre ou à l’inter- 
section des deux axes de cette courbe. Le centre de 
gravité de la surface et du volume de la sphère est à 
son centre, car ce point d’intersection de trois plans 
diamétraux qui divisent la sphère et la surface en 
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deux parties égales : de même le centre de gravité 
d’un ellipsoïde ou d’un hyperboloïde est à leur centre, 
soit qu'il s’agisse de leur volume ou dé leur sur- 
face ; enfin , le centre de gravité d’un polygone régu- 
lier est à son centre. Il en est de même d un polygone 
symétrique. 

PROBLÈME PREMIER. 

Déterminer le centre de gravité d’un parallélo- 
gramme. 

Soit abcd un parallélogramme quelconque, si Fig. 4. 
On le divise en deux parties égales par la ligne mn 
menée parallèlement , ‘ et à égale distance des deux 
bases ab , cd ; et si on conçoit qu’on superpose l’une 
des moitiés sur l’autre en plaçant la base ab sur la 
base MN, les centres de gravité z, z' des deux par- 
ties coïncideront. Ainsi ces centres de gravité sont à 
égale distance des bases inférieures des deux paral- 
lélogrammes partiels ; ainsi la distance verticale entre 
ces centres de gravité est égale à la moitié de la hau- 
teur du grand parallélogramme. Or, les deux paral- 
lélogrammes partiels étant égaux , le centre de gravité 
du parallélogramme ac est à égale distance verticale 1 
des deux points z et z’, étant distant de chacun d’eux 
du quart de la hauteur du parallélogramme ac. Il est 
évident, d’après cela, que ce centre de gravité est 
sür la ligne mn; car s’il était à une distance d au- 
dessus de cette ligne, le point z serait éloigné de la 
même ligne de d , plus le quart de la hauteur du 
parallélogramme ac ; et comme la ligne qui divise le 
parallélogramme me en deux parties égales est éloi- 


l 

1 

. 


1 
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gnée de mn du quart de la hauteur de ac, il s’ensuit 
que le centre de gravité z est à une distance d de la 
ligne menée à égale distance de mn et de de; consé- 
quemment si le centre de gravité d’un parallélo- 
gramme est éloigné de d de la ligne menée à égale 
distance des bases, cela a'aussi lieu pour un pa- 
rallélogramme qui ne serait que la moitié du pre- 
mier. D’où il suit qu’en opérant la même division 
sur les parallélogrammes partiels, jusqu’à ce qu’on 
soit parvenu à un parallélogramme dont la hauteur 
serait moindre que d , on aurait un parallélogramme 
tel que son centre de gravité serait en dehors de 
ce parallélogramme, ce qui est impossible. On dé- 
montrerait de même que le centre de gravité ne peut 
être en dessous de mn , aussi il est sur cette ligne ; 
par les mêmes raisons il se trouve sur la ligne pq 
menée à égale distance des bases, donc ilest au point o. 

Donc le centre de gravité d’un parallélogramme est 
à F intersection de ses deux diagonales ou à son centre. 

Autre démonstration. 

Je divisele parallélogramme en n parallélogrammes 
égaux par des lignes parallèles à la base. Soit a la 
surface de l'un d’eux, na sera celle du parallélo- 
gramme ; soit x la distance de son centre de gravité 
à la base, nax sera son moment, et il égalera la 
somme des momens des parallélogrammes partiels. 
Le moment du premier est égal à a, multiplié par 
la distance de son centre de gravité à la base du 
grand parallélogramme. Je dis que ce centre de 
’ h 

gravité est distant de la base de — <h étant la hauteur 
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d’un petit parallélogramme) ; car supposons qu’il soit 
à la distance - + j, alors le moment du petit parallélo- 
gramme sera , 

tk ' 

celui du suivant sera 
celui du 3” sera 

enûn le moment de celui du rang n 

a ^ + s + (n — i)ij —a ^ 1 ^ h± , 

en sorte que 

„oa:=a(^±,) + a(^±,) + a(^ A ±,) = 

j» . hn 

d ou x = — + s. • 
a 

Or, nh est la hauteur du grand parallélogramme, 
ce qui montre que le centre de gravité du grand pa- 
rallélogramme est distant du milieu de sa hauteur de 
la même quantité que le centre de gravité de l’un des 
petits parallélogrammes l’est du milieu de sa hau- 
teur ; d’où il résulte que le centre de gravité de 
l’un des parallélogrammes serait en dehors en sub- 
divisant le parallélogramme en une infinité de paral- 
lélogrammes partiels. 
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t 

Donc le centre de gravité d’un parallélogramme esl 
a l’intersection deses deux diagonales ou iison centre. 


A utre démonstration. 


Soit abcd le parallélogramme; si je mène les 
diagonales bc, ca , je formerai quatre triangles égaux 
deux à deux. Si g est le centre de gravité du triangle 
aob , en menant fgoe et prenant hc=zfg, le point h 
sera le centre de gravité du triangle doc ; puisque, 
quand ces deux triangles sont superposés, ces centres 
de gravité doivent coïncider. Comme ces deux trian- 
gles sont égaux , le centre de gravité dé leur système 
sera au point o intersection des diagonales. Le cen- 
tre de gravité des deux autres triangles se trouvera 
de même à ce point. . - * ' rj 

Donc le centre de gravité d’un parallélogramme 

est à l’ intersection de ses deux diagonales ou à son 

■ ’ ■ 

centre. , . \ 


Autre démonstration. 


Soit abcd le parallélogramme en question. Les 
deux triangles abd , bdc sont symétriques par 
rapport à bd, détachons le triangle bed , et plaçons- 
le dans la position bc'd ; alors les deux triangles 
pourront coïncider en tournant autour de la lignes. 
Donc leurs centres de gravité o', o" se trouvent sur 
une perpendiculaire à bd, et à dés distances o"r, 
o r r égales. 

'‘ D’après cela m étant le centré de gravité de abd 
• dans sa position primitive , si je prends dk —bh , et 
élevant kn—mh perpendiculaire sur bd, n sera 
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le centre de gravité de bcd , le centre de gravité du 
parallélogramme est donc au point o au milieu de 
mn, c’est-à-dire sur bd. 

Donc le centre de gravité d’un parallélogramme 
est à l'intersection de ses deux diagonales ou à son 
centre. 4 

Note. Cette démonstration généralisée peut servir 
à démontrer que le centre de gravité d’une surface 
ou d’un corps se trouve sur la ligne nu le plan qui 
divise cette surface ou ce corps en deux parties sy- 
métriques. 

Corollaire., La distance du centre de gravité d’un 
parallélogramme à un plan est égale au quart de la 
somme des distances de ses quatre sommets au même 
plan , puisque ce point est le point d’application de 
quatre forces égales appliquées à ces sommets. 

PROBLÈME II. 


Déterminer le centre de gravité d’un triangle. 


Soit abc le triangle. Je mène dg, ef parallèles 
à la base ac : la figure dgfc est un trapèze ; si j’a- 
baisse es,fr parallèles à bh, menée du sommet au 
milieu de la base, le trapèze se composera d’un pa- 
rallélogramme et de deux triangles : or, le parallélo- 
gramme est à la somme des deux triangles comme la 
base sr est à la demi-somme de leurs bases ou à la 
moitié de la différence des bases du trapèze : mais „ 
cette différence peut être prise aussi petite que l’on 
veut; ainsi le rapport entre le parallélogramme et la 
somme des deux triangles peut être plus grand que 
toute quantité donnée ; le centre de gravité du tra- 


Fig. 
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pèze se trouve donc sur la ligne bh qui contient celui • 
du parallélogramme. ,♦ ' , • 

Or , lé triangle abc peut être divisé en une infinité 
de trapèzes, et un triangle au sommet plus petit que 
toute quantité assignée; et tous ces trapèzes ayant 
leurs centres de gravité sur bh , cette droite contient 
celui du triangle abc : il se trouve de même sur cm, 
et par conséquent au point o : or, en joignant mh, 
cette ligne serajjarallèle à bc, et on aura 


ah i ac : : hm ; : bc : : oh : oh • . 


mais ah — £ ac , et par suite oli—~ob = \ bh et bo = 
f bh. Donc le centre de gravité d'un triangle se 
trouve sur la ligne menée du sommet au milieu de 
la base , au tiers à partir de la base, et aux deux 
tiers à partir du sommet , 

Autre démonstration. 


On peut se servir de l’absurde pour déterminer le 
centfre de gravité d’un triangle; il est facile de prou- 
ver que le centre de gravité d’un triangle ne peut 


pas être éloigné de la base d’une quantité ■— -f- m, h 


étant la hauteur et m une quantité quelconque. Soit 
d le milieu de la base et soient menées de, df y pa- 
rallèles aux deux autres côtés. En représentant par ac 
la distance des centres de gravité des triangles aed, 

dfc à la base, et observant que “ est la distance du 

centre de gravité du parallélogramme bedf à la base : 
en prenant les momens par rapport à cette ligne et 
égalant le moment de abc à la somme des momens 

, I 
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cia parallélogramme et des deux petits triangles, on 
aura . 

( \ + m ) = ***** X x + 4f c X x + »dfb X * 


= - abc. x + abc 
a a a 


d’où l'on tire 


x = - + a m 


ce qui montre qu’en raisonnant de même sur le trian- 
gle aed et ainsi de suite, on parviendrait à un trian- 
gle qui ne contiendrait pas son centre de gravité, ce 
qui est absurde. 

D’après cela le centre de gravité du triangle abc 
est distant de chaque côté du tiers de la hauteur : 

cela posé, si l’bn prend ah = ~ et que l’on mène hf 
parallèle à ac, le centre de gravité sera sur hf , de 
même si l’on prend bg — ^ et que l’on tire ge pa- 
rallèle à bc , le centre de gravité sera sur ge et par 
suite au point k : mais à cause de 

1 i» À/ 

b g = — on a hk = —, 


et conséquemment la droite bk prolongée passe par 
le milieu de üc et comme ah = — pareillement 

3 

Donc le centre de gravité d’un triangle se trouve 
sur la ligne menée du sommet au milieu de la base , 


Fig. 9. •* 
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au tiers à partir de la base, et aux deux tiers à partir 
du sommet. . 

Coroll aïre. Il est ai sé de conclure de là que la ligne, 
menée par l’un des sommets et par le centre de gra- 
vité, passe par le milieu du côté opposé, et de même 
que les lignes menées des sommets aux milieux des 
côtés opposés concourent* en un m£me point. • . 

Corollaire. I^a distance du centre de gravité d un 
triangle à un plan est égale au tiers de la somme 
des distances de ses trois sommets au même plan , 
puisque ce point est le point d’application de- la 
résultante de trois forces égales appliquées à ,ces 
trois sommets. 


PROBLÈME III. 

. * . ■ - •> ■ . • - 

Déterminer le centre de gravité dun trapèze. ' 

Fig. 10. Soit abçd le trapèze dont il s’agit, d’abord il est 
évident que le centre de gravité cherché doit se trou- 
ver sur la ligne ef menée par les milieux des bases 
parallèles : je tire Ja diagonale bc qui partagera le 
trapèze en deux triangles abc , cbd , dont les cen- 
tres de gravité seront sur les lignes ce, fb aux points 
k et h ; si on prend , « ’ . . 

ce fb 

ek =? —, fh , 
i 3 i • 

• < , 

le centre de gravité de leur système ou du trapèze 

sera donc aussi sur la ligne hk et par suité au point 
g, intersection de ef avec hk; il s’agit maintenant de 
calculer /g. Des points k et h je tire kl, hi parallèles 
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aux bases; de là il résulte qu’on a el = — , fi—% , donc 

• * O O 

ef • 

aussi il =* — - ; or, les triangles semblables klg , gih 
donnent À 

À/ : hi :: Ig : ig, ou cd : ab : : Ig : ig y et 

r 

en posant, ef =h y cd = b , ab = b',b : b' ; : /g : /g-, 
d’où b + b' : b' : : ~ : % ce qui donne 

J . 


. - h 

l ff = 


y 


t + ô" 

g-i + if=gf= 1' + ç x i — - =»■ 


et * . 

'* h h b' . h /b + ib'\ 

3 + 3 X b+b' 3 *' 3 Vù + ùV' 

Posant A = ô', le trapèze se change en parallélo- 
gramme, et • 


- h/3b'\ h 


La supposition V — o donne un triangle et g/ - = g; 

* . / 

enfin /a, supposition A=o qui réduit le trapèze à sa 
base donne fg = o résultats connus. 

La valeur à laquelle nous venons de parvenir est 
la distance du centre de gravité à la base inférieure 
cd. Il peut être utile de connaître sa distance à l’un 
des côtés non parallèles, par exemple à ac. 

Supposons d’abord que le côté ac est perpendicu- Fig. ii. 
laire aux bases. Divisons en trois parties égales aui> 
points p, q la ligne mn qui joint les milieux des 
bases. Soit de plus hle centre de gravité. Tirons pr, 
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hs, qt x perpendiculaires à oc et mo, pl perpendicu- 
laires sur ces dernières : on a, d’après cela,. 

hs = me +po + hk ( en posant cd z=b, ab = a) 

, b a — b a — b a b a — b / a \ 

hs= ~ H — + — - — = - 4 —( i 4 r ) = 

a a.3 a.3 a+b a a.3 \ a-rbj 

_ b a — b b+oa _ 3 b{a+b) + {a — b) (i+a<z) 

a a.3 ’ a+b a.3 {a+b) 

_ 36* + 3ab+ a b + oa‘‘ — b * — "xab a' + b'+ab 

a.3 (a + b\ 3 (a+b) 

l * / • 

Dans le cas où ac est obliqué, à ab, la valeur de hs 
est la même, seulement al*rs a et b désignent les 
perpendiculaires abaissées des points d et "b sur oc. 

4M 

Autre démonstration . 


Fig. la. 


Le trapèze dbee est la différence de deux trian- 
gles abc , ade; soient a, h la base et la hauteur 
du grand, b , h\ celles du petit. Si l’on appelle x la 
hauteur cherchée , et si l’on prend les momens par 
rapport à la base a, le moment du trapèze sera 4a 
différence des momens des deux triangles. 

Or, le moment du trapèze est 
celui du grand triangle est 


et celui du petit 
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en a donc l’égalité ' ‘ 

(^-) = 6 ;^.~T‘( A “ A+ 3‘) ’ 
d’où l’on tire 

. bh*—3b'hh , +*b , h'' 

x ~ j (b + b')(h—h’ÿ 

mais la similitude des triangles donne , 

• h : h' : : a : b y 

. ou h — h' t h :: a — b : a, 

hr—h' : h' : : a — b : b, 

c'est-à-dire 

i= îÜz£lA'=o (*=£) 

a — b \a — b J 

et par suite 


X = 

ou 


{b+b') (h-h 1 ) 


_ h— h! a 3 — 3 ab'+ab 3 _ h — h! ( a + ib ^ 

X 3 a+b (a — 6)’ 3 \ a + b ) 

valeur cherchée , puisque h — h est la hauteur du 
trapèze. • * 

Autre démonstration. ^ 

D’abord il §st évident qu’il se trouve sur la ligne Fig. *3. 
qui joint les milieux des bases parallèles ; je tire ao 
parallèle à bc , le trapèze est alors partagé en un 
parallélogramme et un triangle : soit x la hauteur 
inconnue du centre de gravité, par rapport à la base 


’ Digitized by Google 



Fig. 14 . 

* 


( a4 ; 

de, le moment par rapport -à cette base est 
- (a+è) je , celui du parallélogramme est — et 

celui du triangle - ( a — b) 


ce 


. , xh . ■ bh J h' • 

qui donne — («+6 = — -f — - (a — b), 
2 20 


, A ra+ab\ 

* Dou * = - f — ). 

3 \a+b J • 

Dans le cas où les bases, parallèles sont doubles , 

•1 • . 4* 

il vient x = — - ; 

9 

résultat remarquable en ce qu'il est indépendant 
des bases. 


j 4 ulre démonstration. 


Comme nous l’avons déjà dit, le centre dé gravité 
se trouve sur la ligne, menée par les milieux des 
hases parallèles ; pour le voir, il suffit de considérer le , 
trapèze comme la différence de deux triangles abc, 
aed. Nous allons faire usage de cette considération. 
Or, le point d’application de deux forces parallèles 
et de leur résultante se trouve sur la même droite; 
de là nous tirons un autre moyen de déterminer x. 
En effet , soit bede = s ", abc *= s , aed = s 1 , h la 
hauteur dif trapèze. bc=a,ed=b, h' la hauteur 
de abc , nous aurons . , » . 


• • s 1 : $" i: xh : kh , 

I * 

(jr, h ,■ k étant les centres de. gravité du trapèze du 
grand triaqgle et du petit), 
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s ' K kh 


or, s'= ed . 


A' — A 
2 


kk (A' — A) b * 


,, , (a + b) . . , 


de plus 
* 

d’où 


. 2 ,2 

ah — - am,a k — - an, 

O O 


2 imn(h' — h)b 

et par suite 

i 2 mn (h 1 — h) b 

xm — hrn — hx= - a m — — j- — 

3 • 3h(a + b) 

i (am — 2 mn{ h! — h) b 

3 ♦ h {a + b) ’ 

or les proportions 


AS h' — h : 

: a : b, am : 

am — mn 

: : a : b , 

donnent 




h' = 

ah 

a . mn 

• 

, a m 

a — b 

a — b 

» . 

d'où 




i * 

i fa. mn 

imn.b * 

\ i mn 

(a * b ' ) 

3\ a — b 

(a— b) {a+b) 

) 3 a — b 

v a+b y 

J ' /a’ 

— 2 b'+ a b\ 
a'-^b’ ) 


a + ib~\ 
. a+b 


Résultat conforme aux précédens. 

Cette méthode est avantageuse, en ce sens que la 
détermination de la valeur de a: est indépendante de 
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la pQsition des centras de gravité du triangle «t du- 
parallélogramme; on pourrait tirer parti de t cette 
remarque, et faire du trapèze le point de départ 
dans la détermination des centres de gravité. C’est là 
ce qu’a faitM. Biot dans son Traité de statique; mais 
cette marche eût été moins naturelle, et par suite 
contraire à l’esprit de recherche. 

• *« ‘ # 

Autre démonstration. 

'On peut appliquer au trapèze la deuxième et la 
troisième méthode que nous avons données pour le 
\ parallélogramme; il n’yaqu a changer le mot parallé- 

logramme par celui de trapèze, et remplacer h par la 
va!eur fc de x que nous avons trouvée. 

PROBLÈME IV. 

* • 9 • 

Déterminer le centre de gravité d’un quadrilatère 
• ■ . . . quelconque. 

Fig. ï5. Soit dbcd le quadrilatère dont il s’agit, je tire 
les deux diagonales ac , bd , je prends le milieu p de 
la plus grande ac, et je joinspm; le point m étant 
tel que l’on ait dm = bli, bh étant la plus petite 
partie de db , je tire dp, bp, et je joins les centres de 
la gravité o, n des triangles abc , adc, la ligne no 
coupera pm en un point x , qui sera le centre de gra- 
vité demandé. En effet , on a px : ox : : dm, : mb i 
bh : dh ; les triangles dch , bch donnent bch : dch : : 
bh : dh , de même abh : adh : ; bh : dh, d’où abc : 
acd : : M : dh : : nx : ox. Donc le centre de gràvilé . 
du quadrilatère est sur la droite pm en un point x. 
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Tel quepx=±pm ; résultat remarquable pour mieux* 
se rappeler la position du point x , on peut observer 
que px = j pm = j xm , • 

On peut voir autrement que le point x divise on 
dans le rapport des trianglçs abc , ade ; car on a pm : 
px : : dm : xn , pm : pX : : bm : ox , d’où dru : brti : : 
xn : ox : . bh : dh : : ade : abc. 

Autre démonstration. 

Soit abcd le quadrilatère, m le milieu de la Fig- i 6 - 
diagonale bd 'et an = co : représentant abd ' par une 
masse 3 p. et dbc par une mass.e 3 q , la masse 3 p 
peut être remplacée par trois autres égales hp et ap- 
pliquées aux trois sommets du triangle abc ; de 
même on peut remplacer la masse 3 q par trois 
masses égales.à q et appliquées aux trois sommets de 
dbc; ainsi, aux deux sommets b/d ôn a deux 
masses (p4-«) qui se composent en une seule 
‘ st (p x q ) appliquée au pointo, et aux deux sommets 
a, c deux masses p, q qui se composent en une 
autre (p -f- q ) appliquée au point n , donc le centre 
de gravité du quadrilatère est sur la droite mn en 
un point h et tel que mb = ^ mn. 

Remarque. J * " " • 

* * 

Nous venons de faire connaître un moyen simple 
dé déterminer le centre de gravité d’un quadrilatère 
quelconquè; mais cette détermination est entière- 
ment géométrique, et il serait fort utile d avoir une 
formule qui donnât la position de ce point par rap- 
port à une ligne connue , par exemple , sa hauteur 
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âu-dessous*de l’un des côtés ; c’est ce dont nous al- 
lons nous occuper. 

Soit abcd le quadrilatère en question et soient 
tirées les diagonales ac , bd -, appelons z la perpen- 
diculaire abaissée sur un plan donné du centre de 
gravité g du quadrilatère. Si on prend les momens 
du quadrilatère et des triangles qui le composent , 
on aura, d’après une propriété déjà démontrée ( a , b , 
c, d , étant les perpendiculaires abaissées des som- 
mets du quadrilatère sur ce plan) , 


j \ a + b+o . a + c+d • , 

[abc + adc) z= — abc-i 5 dcd. 


ou 


a+b+c , a+c+d 
— ^ — abc-] - — acd 

abc+adc 


a+b+c a+c+d 
— - — bo+ — - — od. 


bd 


car les deux triangles ayant même base , sont entre 
eux comme les hauteurs qui sont elles-mêmes pro- 
portionnelles aux deux parties de la diagonale. Voilà 
la valeur générale de z. 

' Supposons maintenant qu’on veuille avoir la dis- 
tance du centre de gravité au côté ad , il sufût de po- 
ser a = d=o, il vient alors 
b+c 


z = 


3 / ">+3<’ d 
bd 


. c b ob 1 / . , ab\, , 
~ 3 + 3 Td ~ 3 \ +b bd 


Si l’on .voulait avoir la distance à une diagonale 
ac , on poserai t a = c = o et l’on obtiendrait 


b , d 
T bo+-od 

•• bd 


bo+d . do 

3 Td 


(2). 
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b = d = o et s = 


a+c a+c 
— b0Æ — d0 

bd 


a+c ' 


( 3 ). 


Résultat très-remarquable. * 

On peut parvenir autrement à la valeur (1) de z : 
en effet,, si on désigne par y la perpendiculaire 
abaissée du milieu de la diagonale ao sur ad et par x 
celle passant par le point m, tel que dm =* ho , on a 


(jr- 


, c . b o c , bo 

r) : or y— -, xs=b. — , et y — — -b. 

1 bd 2 


b o 


bd’ 


,, , c t A 1 bo \ . 1. 

Résultat identique avec le précédent. 

PROBLÈME V. 

« " * » 
Déterminer Le centre de gravité d’un polygone quel- 
conque. 

. D’après ce qui précède , ce problème n’offre plus • 
aucune difficulté; car, quel que soit le polygone, on 
pourra toujours le diviser en parties dont on sache 
déterminer les centres de gravité*; cela posé , iP suffira 
de remplacer chacune de ces figures par une force 
verticale éggle ou proportionnelle à son poids et ap- 
pliquée à son centre de gravité ; le point d’application 
de la résultante de toutes ces forces sera le centre de 
gravité demandé : la manière la plus simple consiste 
à décomposer le polygone en triangles par des diago- 
nales , ou bien on détermine, la distance du centre de 
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gravité à deux droites et tirant ensuite deux lignes 
parallèles aux i r *’, et aux distances trouvées , leur in- 
tersection donne le centre de gravité demandé. 

Corollaire. Comme nous l’avons observé, il est 
évident que le centre de gravité d’un polygone symé- 
trique ou régulier d’un nombre pair de côtés est à son 
centre; d’après cela, la distance du centre de gravité 
d’un polygone régulier d’un nombre pair de côtés à 
un plan quelconque est égale à la moyenne distance 
de tous ses sommets au même plan, car ce point est 
le point d’application d autant de i'oroes égales qu’il 
a de côtés et appliquées à ces sommets. 

La méthode que nous venons d’indiquer pour dé- 
terminer le centre de gravité d’un polygone, semble 
peu expéditive au premier abord, puisqu’il faut 
chercher les poids des triangles dans lesquels on l’a 
décomposé; mais on peut éviter cette recherche ; en 
ellet, sqit d’abord un quadrilatère quelconque, abcd, 
je peux le diviser en deux triangles abd , bdc; la ligne 
pq qui joint leurs centres de gravité contiendra 
celui du quadrilatère; ce dernier peut encore être 
partagé en deux autres triangles abc, cad , et son 
centre de gravité se trouvera sur rs qui joint ceux des 
deux triangles : le centre de gravité h cherché se 
trouvera ainsi déterminé; ce procédé est fort simple 
et se réduit en pratique à joindre les quatre sommets 
aux milieux o,o' de deux côtés opposés, et à prendre 
le tiers de ces nouvelles lignes à partir de ces deux 
points : les diagonales du quadrilatère formé par les 
quatre points ainsi déterminées, donneront par leur 
intersection le centre de gravité cherché. 

Cela bien entendu , quel que soit le polygone 
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donné , on pourra en séparer un quadrilatère et dé- 
terminer son centre de gravité comme ci-dessus ; en 
lejoignant à celui du triangle suivant, on aura une 
ligne qui contiendra le centre de gravité du penta- 
gone ; mais- rien n’empêche de diviser ce pentagone 
d’une autre manière en un triangle et un quadrila- 
tère, sur lesquels on pourra opérer de même, ce qui 
nous donnera une autre ligne contenant le centre de 
gravité du pentagone , qui par suite sera entière- 
ment déterminé : en continuant ainsi , on parviendra 
sans difficulté à la détermination du centre de gra- 
vité du polygone. 

COROLLAIRE GENERAL. 

i°. Le centre de sravitédela surface convexe d’une 

u 

pyramide se trouve sur la ligne menée du sommet , 
au centre de gravité de la base et aux -deux tiers à 
partir du sommet; ou, en d'autres termes , il n’est 
autre chose que le centre de gravité de la section 
faite parallèlement à la base au liers.de la hau- 
teur. 

' 2 ». Il en est de même de la surface convexe d’un 
cône quelconque. 

3°. Le centre de gravité'de la surface convexe d’un 
cylindre ou d’un prisme se .trouve au milieu de la 
ligne qui joint les centres de gravité des deux bases, 
ou au centre de gravité de la section parallèle aux 
bases et faites au milieu de^ la hauteur. Donc aussi le 
centre de gravité de la surface totale de ces deux 
derniers corps est au même point , et le centre de 
gravité de la surface d’un parallélipipède est à son 
centre; ' - 


/ 
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Maintenant nous sommes naturellement conduits ‘‘ 
à la- recherche des centres de gravité des volumes , 
dans laquelle nous adopterons la même marche que 
pour les surfaces ; mais auparavant nous allons dé- . 
montrer un théorème qui nous sera fort utile , et qui 
peut en outre être employé aveç succès dans 4es re- 
cherches précédentes. , - . . «!-ûî 

• V j * • , À , t ♦ *. '■ / ♦î.J 

THÉORÈME. 

% , • 

Dans les polygones semblables , les centres de gravité 
sont semblablement placés. , « 

En effet, pour obtenir cep centres de gravité , on 
divise les deux polygones en triangles par des diago- 
nales partant de deux sommets homologues : or, dans 
deux polygones semblables, les angles sont égaux , 
et les côtés homologues, proportionnels ; d’où il suit, 
comme on l’a vu en géométrie , que ces diagonales 
elles-mêmes sont proportionnelles ; que les triangles 
ainsi formés sont semblables , et qu’enfin toutes les 
lignes homologues sont proportionnelles , les lignes 
menées des deux sommets communs de tous les trian- 
gles aux milieux de leurs hases, ou des côtés des poly- 
gones , sont des lignes homologues. Par-conséquent , 
les centres de gravité des triangles qui sont situés sur 
ces lignes , à^des distances des hases proportionnelles, 
sgnt semblablement placés dans ces triangles et par 
suite dans les polygones. Cela posé , les forces appli- * 
quées à cçs centres de gravité étant proportionnelles 
aux poids des triangles , elles sont elles-méqies pro- 
portionnelles dans les triangles homologues, et d^e 
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plus les droites qui joignent les points d’applica- 
tion de ces forces sont proportionnelles et sembla- 
blement placées dans les deux polygones. En outre, 
pour obtenir les centres de gravité des deux poly- 
gones ou les résultantes de toutes ces forces , il suffit 
de diviser les dernières droites en parties proportion- 
nelles aux forces appliquées à leurs extrémités. Donc, 
d’après ce que nous venons de dire, tous les points de 
division qu’on obtiendra ainsi, et par suite les points 
d’àpplicatioii des deux résultantes , ou les deux cen- 
tres de gravité seront semblablement placés dans les 
polygones donnés. 

Autre démonstration. 

t ' 

Considérons d’gbord deux triangles semblables ; . 
puisque leurs centres de gravité se trouvent sur lçs 
lignes menées des sommets aux milieux des bases , 
au. tiers à partir de chaque base , il est évident que 
le théorème est vrai pour deux triangles semblables. 
Il est facile de voir en outre, que si la proposition est 
vraie pour deux polygones d’un certain nombre de 
cotés, elle l’est aussi pour deux polygones d’un côté 
de plus. Soientp, p' les centres de gravité sembla- 
blement placés de deux polygones semblables de n cô- 
tés; a, a', les deux sommets des triangles dans les 
polygones de n+i côtés; les deux côtés ne, a! c' 
deviennent deux diagonales, et sont ^remplacés 
par deux côtés ab, bc , a'b b'c'\ soient q'q les 
centres de gravité des deux nouveaux. triangles , ils 
sont semblablement placés dans ces triangles, et par 
suite dans les deuï polygonés. Il en sera de même 
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des deux droites pq , p'q' , qui seront en outre pro- 
portionnelles. Les- forces appliquées aux extrémités 
de pes droites sont elles-mêmes proportionnelles ; donc 
les points d’application des deux résultantes, ou les 
centres de gravité des deux polygones de «4- 1 côtés , 
sont semblablement placés dans ces polygones; or, 
la proposition a été démontrée pour deux polygones ; 
donc elle suhsiste pour deux polygones quelconques 
semblables. . t • 

Corollaire. Dans les courbes semblables , les cen- 
tres de gravité sont semblablement placés. 

Comme nous l’avons observé, ce théorème nous 
sera utile dans ce qui va suivre , et de plus , en l’ad- 
mettant de prime-abord , il simplifie beaucoup les 
recherches précédentes. 

Soit d’abord le parallélogramme abccl et mn une 
ligne menée par les milieux de deux côtés opposés ; 
le parallélogramme est divisé en deux autres parallé- 
logrammes égaux; soit a l’aire de 1 un d’eux , x la 
distance du centre de gravité de àbcd à . la base 
bc , x! celle de bmnc à la même ligne , et h la hau- 
teur de abcd , en égalant les mornens on aura 


2 ax 


— ax! -ha ^x! + ^ = lax! 4 * — , 


; Mais en admettant le théorème 


Fig. 2i. 


x ah . h 

x' —, d’où %ax — ax 4 oüx=— . 

2 - 2 2 

Soit maintenant le triangle abc par le point jt», 
milieu de bc ; menons pm , pu parallèles aux deux 
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autres côtés, le triangle est divisé en un parallèle 
gramme, et deux triangles égaux et semblables au pre- 
mier, soit a l’aire de l’un d’eux, aria distance du centre 
de gravité de abc à la base bc, x -celle des centres de 
gravité des .petits triangles à la même ligne; en éga- 
lant les momens par rapport à cette ligne, on aura 

‘ , , h x' 

4 ax = ah + 2ax ou ar = 7 H ; 

.42 

-t 

' r 

*' JC 

mais d’après le théorème, a/ = — , d’où, en substi- 

h. ’ 

.tuant x = •— . • 

on pourrait multiplier les exemples. 

Il existe encore un autre théorème plus curieux et 
non moins utile que le précédent, connu sous le 
nom de théorème de Guldiù; nous allons le faire con- 
naître. * * 

THÉORÈME. 

• * • • 

L’aire d’une surface de révolution est égale à la 

longueur de la génératrice, multipliée par la circon- 
férence que décrit son centre de gravité autour de 
l’axe de révolution. 

Considérons d’abord un polygone abcde et tour- Fig. sa 
nant autour d’un axe xy situé dans son plan , cha- 
que côté engendrera la surface convexe d’un tronc 
de cône ou d’un cône ou d’un cylindre, ayant pour 
mesure le côté générateur multiplié par la circonfé- 
rence du cercle engendré par le milieu de ce côté ou 
par son centre de gravité. Ainsi, la surface entière en- 
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gendrée parle polygone sera égale à leur somme mul ti- 
pliéepar la nirconférence moyenne entre celles que 
décrivent leurs centres de gravité. Mais cette circonfé- . 
rence moyenne a pour rayon la moyenne distance de_ 
tduscespointsà l'axede révolution, c'est-à-dire J a dis- 
tance du ceDtre de gravité du polygone au même axe. 

Donc la surface engendrée par un polygone en 
tournant autour d’un axe est égale à son contour 
multiplié par la circonférence que décrit son centre 
de gravité. . 

Passons maintenant au cas où la génératrice est une 
courbe. Je dis que la surface engendrée est égale à- 
la génératrice multipliée par la circonférence décrite 
par son centre de gravité, surface que je désigne par 
S; en effet, supposons que 4a surface engendrée soit 
égale àS + m. par exemple ; je peux circonscrire à la 
courbe un polygone dont le contour diffère de celai 
de'larcourbe de moins que de toute quantité donnée; 
en désignant par S' la surface engendrée par le po- 
lygone, S' pourra différer de moins que toute quan- 
tité assignée de S, et par conséquent S' pourrait êtro 
plu? petit que S + m, ce qui est absurde, puisque le 
polygone est circonscrit à la courbe : en inscrivant 
un polygone on prouverait de même que la surface 
cherchée ne peut pas être égale à S — m. 

Donc la swface engendrée par une courbe en 
tournant autour d'un axe est égale à son contour 
multiplié par la circonférence que décrit son centre 
de gravité .- , • ! .... i. 

On pourrait croire que ce théorème n’a lieu que 
dans le cas où chaque point de la génératrice décrit 
un cercle entier autour de l’axe de rotation : nous 
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allons prouver le contraire ; il suffit de considérer le 
cas où la génératrice 'est un polygone; or, quel que 
soit le chemin parcouru par un point de la généra- 
trice, chaque côté décrit toujours une portion de 
tronc de cône terminée à deux génératrices, et qui a 
pour mesure le côté générateur multiplié par le che- 
min parcouru par son -milieu ou par son centré de 
gravité. D’après cela, .les conclusions précédentes 
subsistent dans toute leur force. 

Donc la surface engendrée par une courbe ou un 
polygone bi tournant autour d'un axe est égale à la 
génératrice multipliée par le chemin parcouruparson 
centre de gravité. 

On verrait d’une manière semblable qûe, si plu- 
sieurs courbes situées dans ce .même plan tournent 
autour d’un axe situé dans ce plan, la somme des 
surfaces engendrées est égale à la somme des’géné- 
ratrices, multipliée par le chemin parcouru par le 
centre de gravité de leur système. 

Appliquons maintenant ce théorème à la recher- 
che des centres de gravité. ^ 

# Supposons d’abord que la courEe génératrice soit 
l’arc de cercle AB ; soit la corde AB fc et l’arc AB 
= /, oB = r, il est évident que le centre de gravité 
de l’arc AB est sur le rayon os pcrfiendiculaire à AB, 
il suffit de déterminer sa hauteur .r. au-dessus du cen- 
tre o. Or, la surface .engendrée a pour mesure a itr 
Xc, on a donc , „ • .. .. 


cr 


. 2 r. r . c — a itx . d’où x = — . 

Donc le . centre de gravité d'un arc de cercle est sur 
le rayon mené à son milieu, à une distance du centre , 


Fig. a3. 
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quatrième proportionnelle à tare, à la corde et au 
rayon. 

Autre application. 


*4- On sait que le contour d’une branche de cycloïde 
est égale à S'r, r étant le rayon du cercle- générateur, 
et que de plus la surface engendrée par cette courbe 

• , 64 

en tournant autour de son axe est — r r 3 , nous au- 
rons donc; d’après le principe ci-dessus, • 

64 4 

■j- 7rr 3 = arrx.8rou.r=^/\ ■ 


Donc le centre de gravité d’une branche de cy- 
cloïde est sur la ligne CD qui la divise en deux par- 
ties égales à une distance du développement du cercle 

générateur , égale au — du rayon de ce cercle. ’ 

O 


On pourrait multiplier les exemples; mais ce qu’il 
est utile de remarquer, c’est que le théorème de Gul- 
din peut, dans uoe infinité de cas, conduire à Ja 
mesure des surfaces; car, connaissant la longueur de 
la génératrice et la position de son centre de gravité, 
on peut en déduire la surface engendrée par celle-ci, 
ou bien déterminer la longueur de la génératrice, 
connaissant la position de -son centre de gravité 
et la surface engendrée; en un .mot, il entre trois 
élémens dans l’égalité qui exprime le théorème, et 
la connaissance de deux d’entre eux conduit à La dé- 
termination du troisième ; nous ne nous y arrêterons 
pas davantage; il suffit de ce rapprochement pour 
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montrer la liaison de la géométrie et de la stati- 
que. , 

* On peut aussi appliquer la théorie des centres de 
gravité à la cubature des solides de révolution, et 
réciproquement. 


THÉORÈME. 


Le volume d’un solide de révolution est égal à la 

surf ace génératrice multipliée par le chemin parcouru 

par son centre de gravité.- 

’ » 

Considérons d’abord ûn polygone abcde tournant 
autour d’un axe situé dans son plan. Si des angles 
de ce polygone on abaisse des perpendiculaires sur 
l’axe, la surface génératrice sera décomposée en trian- 
gles, trapèzes ou rectangles; chacune dé ces surfaces 
partielles engendrera par sa révolution un cône ou 
un tronc de cône ou un cylindre. Examinons le cas 
général. 

i°. Le cône décrit par nab a pour mesure 

i bm an.bn 

— non .an — a w - X • 

3 3 2 • 


Fig. 22. 


a<>. Si l’on pose cp — a,bn = b , si l’on appelle ar la 
perpendiculaire abaissée du centre de gravité du 

trapèze bcpn sur np, on aura 
♦ • 

i a' + b'+ab 

x X= - - ■ ■■ ■ ; 

. 3 a+b ’ 


ainsi le produit de la surface du trapèze par la cir- 
conférence décrite par son centre de gravité est 


2rr . - 


a+b 


h,- 
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(A «tant la hauteur) , ou bien 

^ »r [et+b'+ab), 

qui n’est autre chose que le volume du tronc de cône 
décrit par bcpn. 

3°. Soit h le point milieu de oi, le volume du 
cylindre décrit par cd a pour mesure 

vu io 2 X cd = 2 jt oh 'X.T.oh = a n oh. cd. dq. 

Ainsi chaque volume partiel est égal à la surface cor- 
respondante multipliée par la circonférence décrite 
par son centre de gravité. 

• Donc aussi le volume total en gendre 'par la sur- 
face comprise entre le polygone, et l’axe est égal à 
la so'mme des surfaces partielles ou a la surface to- 
tale multipliée par 4a circonférence moyenne , entre 
toutes celles que décrivent les centres de gravité des 
surfaces partielles , c’est-à-dire par la circonférence 
décrite par le centre de gravité de la surface géné- 
ratrice. 

Il est facile de passer de là au cas où le polygone 
est une courbe : il suffit d’avoir recours au raison- 
nement que nous avons employé en parlant des sur- 
faces de révolution. 

En. outre, si chaque point de la génératrice ne 
décrivait point une circonférence exacte autour de 
l’axe de rotation, chaque surfacé partielle engendre- 
rait alors une portion de cône ou de tronc de cône 
ou de cylindre terminée à deux gédéralrices, qui 
aurait encore pour mesure la surface _ génératrice 
multipliée par le chemin parcourupar son centre de 
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gravité, et par conséquent le théorème énoncé existe 
dans toute sa généralité. 

Voyons* maintenant de quelle utilité peut être ce 
théorème dans la détermination des centres de*gra- 
vité. • 

Le triangle oab tournant autour de ob engendrera 
un volume' égal à — multiplié par la surface décrite 


par ab oïl à •— *yb, on a donc' 

h , bh 

• Jirvè = îirxX — , 

3 2 


d’où 


y 


Résultat connu. 


Si le triangle était dans la position (a) { on aurait 

* ’ . h ’ * 

pour le volume engendré — - multiplié*par la surface 

O • 

décrite par la basse qui est une surface de tronc de 
cône égale à — , ( b—ab ) multiplié par la* demi-somme 

des circonférences des bases, en .sorte qu’on a ‘ 

bh i . v-t-v* 

■j-' w (y+y ) = r xbh, d’où x i.. 

Résultat auquel nous sommes parvenus autrement. 

De même a , b étant les axes d’une demi-ellipse , 
l’ellipsoïde produit par sa révolution autour de Taxe 

b en ir ab’y et la surface de la demi-ellipse géné- 

, T.ab 

ratrice étant , on aura 

a 


Fig. a5. 


Fig. 26. 
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* 


Fig. 37. 


f 

’ • ( 4 * ) 

^ jr a 4* = k aè x!»r ir, d’on x = ^ — • 

3 j ît 

Donc le centre de gravité d’une deniè-ellipse se 

trouve sur son petit axe à une distance du centre a 

4 . . ■ . 

peu près égale aux — de ce dernier. 

9 " • , * • 

. r étant le rayon du cercle générateur, le volume 

engendré par une cycloïde est 6 « 2 r 3 , et sa surface 

3 n r*, on a donc ... 

5 jt’ r 1 = 3 w r*. 2 Vx , 

5 • ‘ 
d’où l’on tire x = — r pour la position du centre de 

gravité de l’axe. 

Le volume engendré parle secteur circulaire aob est 
égal à la surface de la zone multipliée par le tiers da 

T* 1 

rayon, c’est-à-dire à — x a n rc, ou — ^ ^ c, de plus 

la surface du secteur circulaire est égale à arc. ab 

' , r Ir 

arc. a 0 X - ou — , 

22 

on a donc 

m 

2 ; , r 2 rc 

-ndc=l-.27rX,d’oux=-- r , 
i .2 il 

ce qui montre que le centre de gravité d'un secteur 
circulaire est sur le rayon qui le' divise en deux par- 
ties égales à une distance du centre égale aux deux 
tiers de celle du centre de gravité de F arc correspon- 
dant. • 

Nous terminerons en observant que, considérant 
une surface, son centre de gravité et le volume en- 
gendré parla révolution de cette surface , on pourra, 
à l’aide du théorème précédent , déterminer l’un de 
ces trois élémens , connaissant les deux autres. 
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' CENTRES 


DE GRAVITÉ 


DES VOLUMES. 


PROBLÈME VI. 

« 

Déterminer le centre degravitè d’un parallélipipède. 

Soit nb un prisme quelconque, si bn le divise en planche II. 
deux parties égales par le plaâ hgfe mené parai- Flg ‘ *' 

lèlement aux bases et à égale distance de chacune 

• ' ^ 

d’elles , et si l’on conçoit que l’on superpose les dèux 
moitiés en plaçant la base knml sur hgfe, les 
centres de gravité des deux parties Coïncideront; 
ainsi., ces centres de gravité sont à égale distance des 
bases inférieures des deux prismes partiels nf et 
hb. Ainsi, la distance verticale entre ces centres de ^ 

gravité est égale à la moitié de la hauteur du prisme ; ‘ 
or, les deux prismes partiels étant égaux , le centre 
de gravité du prisme nb est à égale distance verti- 
cale ’dcs centres de gravité z,z' des 'deux petits 
prismes, et est distant de chacun d’eux du quart de 
la hauteur duprisme/zô ; je dis, d’après cela, que ce 
centre de gravité est sur le plan lif, car s’il était à 
une distance d au-dessus de ce plan, le point z se- 
rait éloigné du même plan de d , plus le quart de la 
hauteur du prisme nb , et comme le plan, qui divise 
ce prisme hb en deux parties égales , est éloigné du 
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plan A/’ du quart je la hauteur de nb, il s'ensuit que 
le centre de gravité z est à une distance d du plan 
mené à égale distance de cb et hf. Conséquemment , 
SHe centre de gravité d’un prisme était éloigné de d 
du plan mené à égale distance de ses hases , cela au- 
rait aussi lieu pour un prisme qui ne serait que la 
moitié du premier; d’où il suit qu’en opérant la 
même division sur les prismes partiels jusqu’à ce 
qu’on fût parvenu à un prisme dont la hauteur serait 
moindre que d, on aurait un prisme qui ne contien- 
drait pas son centre de gravité : résultat absurde ; 
on ferait voir de la même manière que le centre de 
gravite ne peut être*au-dessous de hf. 

Donc Iç centre de gravité d'un prisme est sur lo 
plan mené a égale distance des bases ; or , dans un, 
pacallélipipède, on peut prendre pour bases deux 
faces quelconques opposées.; ainsi , le centre de 
gravite d'un parallétipipède se trouve sur le plan 
mené à égale distance de deux quelconques de ses 
faces y il est donc à la rencontre, de trois de ces plans , 
ou à ü intersection de deux diagonales } ou au milieu 
de C une d’elles, ou enfin à son centre. 

Autre démonstration. 

Représentons le prisme par a; soit de plus x' la 
distance du centre de gravité du prisme inférieur à 
la base du prisme total et h la hauteur du prisme ; 
supposons qjre le centre de gravité se trouve à une 
distance ni du plan mené à égale distance des bases s 
on aura , d’après' la théorie des momens , 

( h \ a , a /. h\ 

j+,„) = ;•* + ;(*’+ jj. , 
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, . A . , • . 

.x — - + m, 

2 

ce qui montre que la même chose aurait lieu pour 
un prisme sous-double du premier, et qu’on par- 
viendrait ainsi à Un prisme qui ne contiendrait pas 
son centre de gravité, ce qui est absurde. 

Donc le centre de gravité d’un prisme est sur le 
plan mené à égale distance des basêsAk 


Autre démonstration. 


, Je divise le prisme en prismes égaux par de%plans 
parallèles à la base; soit a la solidité de l’un d’eux , 
en raisonnant com*ne pour le parallélogramme et 
faisant usage de la théorie des momens , on parvien- 
dra à l’égalité 


nax=a 


=„ç± ! )«(^+ s )+....+«(^ /.+>)= 

VA 3 A an — i . \ • 

= a ( - + — +... + h + ns ), 

Va a a ) 


h h 

éîohnx— - (i+3+5 + +n — i) + ns= - .n'+ns, 

a > » . ... N a • 

« . ■* An,. . "* ■% 

trou x = — - v s, 

a 

x étant la distance du centre de gravité du prisme 
à sa base, et s la quantité dont on suppose que ce 
centre de gravité est distant- du plan* mené à égale 
distance des bases , on tire de là les mêmes conclu- 
sions que ci-dessus. . 

Donc, le centre de- gravité d’un prisme est sur le 
plat} mené à égale distance des bases. 

• ^ 
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« a 

• « • 

• . * 

• . ' Autre démonstration. 

De môme qu’on a démontré quedans un parallélo- 
gramme le centre de gravité est sur chaque diagonale, 
on fera voir de la môme manière que le centre de 
gravité j d’un parallélipipèdç est sur chaque plan 
. diogonal ou à son centre. Cela' n’ofl’re aucune diffi- 
culté. 

Conséquence. 

• t » 

La distance du centre de gravité d’un parallélipi- 
pède p un plan est égale au huitième de la somme 
. dés distances de ses huit sommets à ce plan , puisque 
» ce point est le point d’applicatio*de*la résultante de 

huit masses ou forces égales appliquées à ces som- 
mets. 

' . PROBLÈME VII. ’ 's , 

Déterminer le centre de gravité d’un prisme trian- 
gulaire. 

^ Fig. a. Soit le'prisme triangulaire de ; si l’on mène deux 
pdansj parallèles à la face efcb , ils intercepteront 
sur les bases des trapèzes égaux tnnpq , gstr , et 
si l’on mène ay , Dz des sommets a et b aux milieux 
des base6 bc , ef , et que. par les points m , n on tire 
des lignestnæ 1 , mo parallèles à ay , et par les points 
g , s des lignes parallèles à dz, chaque trapèze sera 
partagé en un parallélogramme et deux triangles. Le 
prisme qui a pour base les deux trapèzes, pourra 
étrç considéré comme composé d’un parallélipipède 
et de deuï prismes triangulaires, et comme ces soli- 

• 
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des ont même hauteur, le parâlléUpipède est à la 
somme des deux prismes comme le parallélogramme 
est à la somme desdeux triangles, ou comine la base du 
parallélogramme c’est-à-dire la base supérieure du 
trapèze est à la demi-différence des deux bases du tra- 
pèze : or, celte différence peut être prise aussi petite 
que l’on veut; il en résulte que le rapport entre le 
volume du parallélipipède et ceux des deux prismes 
peut être plus grand que toute quantité assignée : 
ce qui fait que le fce'ntre de gravité du prisme, qui a 
pour base les deux trapèzes, est sur le plan aydz 
qui contient celui du parallélipipède. 

Mais rien n’empêche de considérer le prisme donné 
comme partagé par des plans parallèles à efcb en 
prismes, qui auront chacun leur centre de gravité 
sur yadz et en un prisme triangulaire nABDCrf, 
qui peut être aussi petit que l’on veut; doqc ce plan 
contiendra le centre de gravité du prisme donné : 
ainsi ce centre de gravité est sur le plan mené par 
une quelconque de ses arêtes, et par les milieux des 
côtés des bases opposées à cette arête ; il se trouvera 
donc à l’intersêction de deux de ces plans, qui est la 
ligne qui joint les centres de gravité des bases : de 
plus, il doit se trouver sur le plan mené à égale dis- 
tance des bases, il se trpuvera donc à l’intersection 
de ce plan avec l’intersection des deux prismes de di- 
vision. 

Donc le centre de gravité d’un prisme triangw- 
■ laire se trouve au milieu de la ligne qui joint les cen- 
tres de gravité des bases. 

Corollaire. Le centre de gravité d’un prisme trian- 
gulaire est le même que celui delà sectionfaiteàégale 
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distance des bases; d’abord cette section doit conte- 
nir le centre de gravité du prisme qui doit aussi se 
trouver* sur la ligne qui joint les centres de gravité 
des bases; or, cette ligne passe au centre de gravité de 
fa section, puisque cette section est égale aux bases." 

Donc le centre de gravité d’une prisme triangu- 
laire est le mérnè que celui de la section faite à 
égale distance des bases. 

‘ - . . . . . • • « 
Conséquence". • ' 

? . * ' • *'* 

La distance du centre de gravité d’un prisme 
triangulaire à un plan est égale au sixième de la 
somme des distances de ses six sommets au même 
plan, car ce point est le point d’application de la 
résultante de six forces égales appliquées à ces six 
sommets^ 

PROBLÈME VIII. 

Déterminer le centre de gravité d’un prisme quel- 
conque. 

. . . ■ ** ’f * ’ . ’ ' 

Concevons ce prisme divisé en prismes triangu- 
laires ayant pour bases les triangles dans lesquels on 
aura décomposé les bases. Le, centre de. gravité de 
chacun d’eux sera le même que celui de la sefction 
triangulaire faite à égale distance des bages, ainsi le 
«entre de gravité de leur système ou du prisme 
total sera le même que celui de la section polygo-* 
nale correspondante ; or la ligne menée -au centre de 
gravité de la base passe par celui de la section. 

Donc , l& centre de gravité d’un prisme quelconque . 
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est au milieu de la ligne qui joint les centres de gra- 
vité des bases. 

Corollaire. Si aux bases d’un cylindre on inscrit 
un polygone régulier , le prisme qui aura pour bases 
ce polygone pourra' différer du cylindre de moins 
que toute quantité donnée : ainsi le centre de gra- 
vité du cylindre se trouvera sur la ligne qui joint les 
centres de gravité des bases du- prisme,- et sur la 
section à égalé distance des bases : or les bases et la 
section du prisme et celle du cylindre ont leurs cen- 
tres de gravité aux mêmes poiùts. 

Donc aussi le centre de gravité d’un cylindre est 
au milieu de la ligne qui joint les centres de gravité 
des bases. 

Dans le cas du cylindre droit, on peut parvenir Fig. 16. 
autrement à ce résultat, car le centre de'gravité se 
trouve toujours sur la section faite à égale distance 
des bases , et dë plus il doit se trouver sur l’axe qui 
est l’intersection de deux plans menés par cet axe, 
et qui divisent le cylindre en deux parties égales. 

Conséquence. 

La distance du centre de gravité, d’un prisme 
quelconque à un plan est égale à la somme des dis- 
tances de tous ceS sommets à ce même plan divisée 
par leur nombre : car ce point est le point d’appli- 
cation de la résultante des forces égales appliquées à 
ces sommets. 

4 
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‘ LEMME. 

La ligne menée du sommet d'une pyramide au 
centre de gravité de la base passe par les centres de 
gravité de toutes les sections parallèles à cette base. 

En effet , une ligne menée du sommet à un point 
quelconque de la bas'e, passe par des points homo- 
logues dans les sections parallèles : or , les sections 
sont semblables entre elles et à la base, et de plus, 
dans les polygones semblables , les centres de gravité 
sont semblablement placés ; ainsi , les centres de 
gravité des sections sont des points homologues. 

Donc , etc. 

PROBLÈME IX. 

Déterminer le centre de gravité d’une pyramide 
. triangulaire. 

Fig. 3. Soit sbac la pyramide en question, on peut me- 
ner deux plans parallèles à la base qui intercepteront 
un tronc de pyramide kip, doq , plus grand que le 
prisme qui a pour base la base supérieure , et plus 
petit que celui qui a pour base'la base inférieure ; 
or, ces deux prismes ont même hauteur et sont entre 
eux comme leurs bases ; comme d’ailleurs ces der- 
nières peuvent être prises assez près l’une de l’autre 
pour que leur différence soit moindre que toute 
quantité donnée, il en résulte que le rapport entre 
le prisme qui a pour base la base supérieure, et la 
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différence des deux prismes peut être plus grande 
que toute quantité assignée, et a fortiori il en est de 
même. du rapport entre le prisme et sa dillérence 
avec le tronc ; or, le centre de gravité de ce prisme 
est sur le plan mené par l’arête Sa et le milieu du 
côté bc , ainsi celui du tronc se trouve aussi sur ce 
plan : la même chose aura lieu pour tous les troncs 
en lesquels on peut concevoir que la pyramide est di- 
visée par des plans parallèles à la base ; d’où il ré- 
sulte que le centre de gravité de la pyramide est aussi 
sur ce plan , puisque celle-ci se compose du système 
de troncs et d’une pyramide au sommet qui peut être 
rendue aussi petite que l’on veut ; il est aussi par la 
même raison sur le plan mené par l’arête sc et par 
le milieu y de ab ; il est donc sur l'intersection de 
ces deux plans , c'est-à-dire sur la ligne menée du 
sommet s au centre de gravité h de la base ; il se 
trouve de même sur la ligne cg , menée du sommèt 
c au centre de gravité g de la face sab , ainsi il 
est en x ; or, en joignant gh, qui est parallèle à sc, 
on a ’ 

yh : yc : : gh : SC s : Jf A : XS , 


mais 


= - hc — 


donc 


, 1 i , 

x h — - sx—- s h. 
3 4 • 


Donc le centre de gravité d'une pyrqmide trian- 
gulaire est sur la ligne menée du sommet au centre 
de gravité de la base , au quart à partir de la base et 
aux trois quarts à partir du sommet. 


Fig. 4- 
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Autre démonstration. 


On peut se servir de l’absurde pour déterminer 
le centre de gratté de la pyramide. 

En eflet , abcd étant. la pyramide proposée, si 
l’dn mène par le milieu k de ab un plan klm pa- 
rallèle k la base, et par le milieu l de ac le plan 
Ife parallèle à abd, la pyramide sera décomposée 
en deux prismes équivalens ayant pour base l’uii 
4/m, .1 autre Ife , et les deux pyramides aklm , 
Ifce égales entre elles et semblables à la première. 
Soit a le volume de l’une d’elles , 4 la hauteur de la 
pyramide entière , x la distance du centre de gravité 
de la pyramide Ifce à la base bcd. Cela posé, je 
. dis que le centre de gravité de la pyramide est dis- 
tant de chaque face , par exemple de bcd du quart 
de la hauteur correspondante : car supposons qu’il 

en soit distant d’une quantité ^ + m; le moment de 

• la pyramide sera 8 a ^ +m ^ , celui du prisme dont 
la base est edh sera 


celui de l’autre 


_ 1 h 3ah 

0 a . - . - = : 

a a 4 


_ 1 h 3 ah 

3a '3Ï = — ' 


et celui de la pyramide aklm sera 
on aura donc , en égalant les momens , 


il 
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Ht 


+ m 


ou 


d’où 
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\ 3ah 3 ah ah , 

) = -7- + T~ + — + »<*x ... 

/ 4 62 

h nh x' 

y + m— y- -h y,. 

4 02 4 

1 h , 

x — 7 -+. 4 m > 

4 2 


ce qui montre qu’en décomposant de même la pyra* 
mide l/ce, et ainsi de suite, on parviendrait à 
une pyramide qui ne contiepdrait pas son centre de 
gravité, ce qui est absurde, . ' 

Ainsi le centre de gravité est distant de chaque, 
face du quart de la hauteur coiresp'ondante. Gela 

posé, si l’on prend km = et que l’on mène par 

^ v 

le point m un plan parallèle à bcd , ce plan déter- 
minera la section mn, qui contiendra le centre de 

ha • 

gravité de la pyramide; mais si l’on prend ae = -^ ,1a 

section efg , déterminée par . le plan mené par- le 
point e parallèlement kacd, contiendra .aussi le 
centre de gravité , qui ppr suite est sur A h ; or, à cause . 


ma 


mo 


on 


de ae = ~ , il vient ko = -7- et A h — ~ , ainsi 


hk est éloigné de on du tiers de la distance de cette 
dernière au point m ; le centre de granité doit aussi 
se trouver sur un plan parallèle à la face abd, et 
éloigné de cette face du quart de la hauteur ; on peut 
donc conclure qu’il est situé sur une autre droite 
tracée sur mon , parallèle à mn , et éloignée de mn 
d’une quantité égale au tiers de la distance du 
point o à mn ; le centre de gravité est donc à l’in- 


Fig- 5. 
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tersection de cette ligne avec AA", c’est-à-dire an 
centre de gravité de mon. 

Donc le centre de gravité d’une pyramide trian- 
gulaire est sur. la ligne menée du sommet au centre 
de gravité de la base , au quart à partir de la base , 
‘ et aux trois quarts à partir du sommet. 

Remarque. 

Fig. 6. On peut donner une autre expression à la déter- 
mination du centre de gravité. Après avoir marqué 
le centre de gravité o de la face qui sert de base , je 
/joins so ; par le milieu x de bc , et pat le centre de 
gravité z de là pyramide je tire xzn et la ligne 

pz parallèle à ai; on a alors po = ^r; car on a 

4 

os 

. po i ao OZ :.OS et OZ =c — : 

. 4 

de même . . ; 

’ • . as 

OZ S os :: pz : as, dou pz = —r ; 

. • ' • ' 4 

ao asc ax a ax i 
or , px =po +ox= j + — = — + 3 = ; 

Mais les deux triangles axn , pxz donnent 

. ax : p x :: nx s zx, 

• nx 

d’où • zx = at zx : nx :s an : pz, 

2 

et par suite 

as 

: an — tpz = - — . , 

» a 

Donc le centre de gravité d’une pyramide trian^ 
gulair'e est au milieu de la ligne qui joint les milieux 
de deux arêtes opposées. 
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COBOI.LAIRE PREMIER. 

Il résulte de ce qui précède que les lignes menées 
des sommets aux centres de gravité des faces oppo- 
sées, les lignes qui joignent les milieux des arêtes 
opposées se coupent en un même point* et qu’une 
ligne menée du sommet au centre de gravité passe 
par celui de la base. 

COROLLAIRE DEUXIÈME. 

Il résulte de ce que nous avons dit dans notje 
deuxième démonstration, que le centre de gravité 
d’une pyramide triangulaire est le même que celui 
de la section parallèle à la base , et faite au quart de 
la hauteur. On peut le voir directement ; car si , sur 
la. ligne menée du sommet au centre de gravité de la 
base on marque celui de la pyramide , et que par ce 
point on mène un plan parallèle à la base, la section 
ainsi déterminée sera au quart à partir de la base, et 
elle sera coupée en son centre de gravité , et au quart 
à partir de la base par la ligné menée du sommet au 
centrç de gravité de la base; ainsi ce point de ren- 
contre est le centre de gravité de la pyramide. 

ïfonc, etc. - 

* Conséquence. 

La distance du centre de gravité d’une pyramide 
triangulaire à un plan est égale au quart de la somme 
des distances de ses quatre sommets au même plan. 
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Car ce point est le point d’application de la résul- 
tante des quatre masses ou forces, égales appliquées 
à ces sommets : il suffit pour le voir de combiner 
F une d'entre elles avec la résultante des trois autres. 

; PROBLÈME X. 

Déterminer le centre de gravité d’une pyramide 
quçulr angulaire. . . 

Fig. 7. Soit sbcda la pyramide dont- il s’agit, tirons 
bd, ae. Soit de plus f le centre - de gravité de la 
pyramide triangulaire sbcd et ag = ce, et joi- 
gnons fg, fc,fa\ les deux pyramides triangulai- 
res sbcd, sadb ayant même base , sont entre elles 

comme leurs haulefurs, ou comme ce et ae, ou' 
1 * 

comme ag et cg, ou bien encore comme kh.et Ik, 
en supposant fl = \.cf, fh = j af, car alors 
Ih est parallèle à ac : donc les points l et h sont 
les centres de gravité respectifs de ces deux pyra- 
midès , et k célui de la pyramide donnée. Donc ce 
centre de gravité Se trouve sur la ligne fg en un 
point k, tel que kf = t fg, résultat entièrement 
analogue à celui obtenu pour le quadrilatère. . 

Autre démonstration. 

♦ • Représentons ' les pyramides sbcd , sbda, par 

les masses L \p , 4 q, qui peuvent chacune être rem- 
placées par quatre autres égales à p ou à q appli- 
quées aux sommets ; il résulte qu’aux sommets s,b,d 
on a des masses ( p+q ) qui se composent en une 
6eule 3 ( p+q ) appliquée au centre de gravité f du 


Digitized by GoogR: 



( 57 ) 

triangle sbd et aux sômmets a , c , on a deux masses 
jb, g, qui se composent en une autre (p + q) ap- 
pliquée en g\ donc le point d’application de la résul- 
tante totale ou le centre de gravité cherché se trouve 
Sur fg au quart de cette ligne à partir du point ce 
qui est exact. 

Gomme nous l’avons observé pour le quadrilatère , 
on voit que ce qui précède fixe la position du centre 
de gravité d’une pyramide quadrangulaire , mais que 
cette détermination est purement géométrique, flous 
allons maintenant chercher une expression algébrique 
de la position de cç point par rapport à un plan 
donné. 

Soit abede la pyramide. Si on la décompose en Fig. 8. 
deux autres, ayant pour hases les triangles bed , 
bed , en appelant a , b , c , d, e les perpendiculaires 
abaissées des sommets sur le plan donné, et se rap- 
pelant la propriété du centre de gravité de la pyra- 
mide triangulaire parrappbrt à seç quatre sommets, 
on aura pour la distancez du centre de gravité au plan 1 
donné 

a + b-^c+d a+b+d+e . , 

abdc abed 

= — 4 , 4 = 

abde + abed 

a+b+c+d ' ' , a+b+ct+e' , , 

; . bed-i — . bed 

_ 4 4 _ 

bed+bed 

a+b+c+d a+b-frd+e 

— — — — >- . coH ; . eo 

_ 4 4 ' 

co + oe . * 

telle est la distance du centre de gravité à un plan 
quelconque. 
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Si l’on veut avoir la distance à un plan passant par 
une arête , il suffit d’égaler à zéro les perpendiculaires 
abaissées de ses extrémités. Par exemple, pouravoir 
la distance à un plan passant par cd , on pose c=t 
d — o , alors . ■ ■ - • 

a+b a+b+e 

— 7 — . co H oe 

4 4 _ ti+b. e oc 

co + oe 4 4 ' ce’ 

formule assez simple : si le plan se confondait avec 
l’une des faces, par exemple, ahe , alors 


c+d d 

-ry-.CO + -Oe 

4 4 d c oe 

z — — — — = r + j— • W- 

ce . 4 4 ce 

Fofmule entièrement analogue à la formule (i) rela- 
tive au quadrilatère : 

Si le plan passait par la diagonale bd , alors b'=d 
= o et . • 

a+c ' a+e 
— z — co+ —7— . oe 
4 4 a co oe 

z — — ■ 1 1 = + c • — + e • — . 

ce 4 ce ce 

Expression simple et facile à retenir : dans le cas où 
le plan passe en outre par le sommet , 

co oe 

a ~ o etz = c \-e. — : 

ce ce 

si on remplace le diagonale bd par ec, il vient dan? 
le premier cas 

" . • 

a+b+d a+b+d 

t— co+ .oe , , 

4 4 a+b+d 


z = 


ce 
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êt daus le deuxième s = , 

v4 • 

valeurs remarquables et analogues à célles obtenues 
pour le quadrilatère. 

PROBLÈME XL 

Déterminer le centre de gravité d’une pyramide po- 
lygonale. 

Si l’on divise la base en triangles par des diago- 
nales , on décomposera la pyramide en autant de py- 
ramides triangulaires qu’il y aura de triangles dans 
la base : chacune de ces pyramides ayant son centre 
dé gravité à celui de Ja section triangulaire faite au 
quart de la base : le centre de gravité de leur système 
ou de la pyramide donnée se trouvera à celui du poly- 
gone formé par la réunion des sections triangulaires -, 
or, la ligne menée du sommet au centre de la base 
passe par le centre de gravité de la section polygo- 
nale dont il s’agit, et elle y est coupée au quart à partir 
de la hase et aux trois quarts à partir du sommet. 

Donc le centre de gravité d'une pyramide poly- 
gonale est sur la- ligne menée du sommet au centre 
de gravité de la base , au quart à partir de la base 
et aux trois quarts à partir du sommet. 

Corollaire. Si on inscrit un polygone régulier à la Fi 8- *7- 
base d’un cône , la pyramide qui aura ce polygone 
pour base pourra différer du cône de moins que de 
toute quantité assignée : ainsi, le centre de gravité 
de ce dernier se trouvera sur la ligne menée du som- 
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met au centre de gravité de la hase polygone, et sur 
la section polygonale faite au quart à partir de la 
base i or, le centre de gravité de la base dé la pyra- 
mide est le même que celui de la base du cône, et il 
en est de même pour les sections correspondantes. 

Donc aussi le centre de gravité du cône est le même 
que celui de la section faite au quart de la base , ou 
se trouve sur la ligne menée du sommet au centre de 
gravité de la base au quart à partir de la base. 

Dans le cas du cône droit on peut le voir directe- 
ment, il suffit de se rappeler ce que nous avons dit 
du cylindre droit. 

PROBLÈME XII. 

Déterminer le centre de gravité d'un tronc de prisme 
triangulaire. 

Fig 9. Soit abcdef le tronc dont il s’agit, nommons 
a, b , c les perpendiculaires abaissées de9 sommets 
de la base supérieure abc sur la base inférieure de f. 
Si l’on tire Jes lignes cd , cf \ pn pourra décomposer 
le tronc en une pyramide quadra n gui aire bacdfet une 
pyramide triangulaire cdef ; m étant le centre de gra- 
vité de la première et p celui de la seconde, le centre 
de gravité cherché se trouvera sur la ligne mp en un 
certain point ». Posons def=> B , et nommons x,y, z 
les perpendiculaires abaissées des points n , m,p. sur 
def J x sera alors l'inconnue ; enfin par le point p et 
par le centre de gravité q de la face abfd , tirons des 
horizontales ; cela posé , on a évidemment 

, c , 

x = nt — ps •+• nh = - + n h ; 
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nh y n p _ 

mk z mp 

a + b 
a+ù+c 


a+ù- 


;), dW “|+“*(;ï£b)> 


d’ 

de même 

, , •• c e — uq 3 a q ' 

mk — uq — ps — ou + ml = uq — - + — y — = — ~~ ; 

4-4 4 

mais uq n’est autre chose que la hauteur du centre 
de gravité du trapèze abfd au-dessus du plan def. 
Ainsi , d’après ce que nous avons établi relativement 
au trapèze, 

a 2 +b 2 +ab 

- ■ * uq < 

et par suite 


m k st 


3(a-fô) 
a* 4- b'+ db 

4 (a + i) 


donc enfin 


: =i{ c+ 


a'+b' + ab\ i a'+b'+d + ab + ac + bc 


d + b + c 


J 4 


a + b + c 


valeur cherchée : cetté formule est très-simple, 
symétrique et facile à retenir. 

Cette valeur nous donne la hauteur du centre de 
gravité au-dessus de la base : mais ce centre de gra- 
vité devant aussi se trouver sur la ligne qui joint les 
centres de gravité des deux pyramides est entière- 
ment déterminé. 


Autre démonstration. 


Nous allons maintenant faire usage de la théorie Fig. io. 
des momens : or, le moment du tronc par rapport au 

JJ 

plan de sa base inférieure est y (o + b + c j x : 
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celui de la pyramide triangulaire par rapport au 
même plan est 

: .. fx** B =£2<»5. 

3 4* 12 

quant à la pyramide quadrapgulaire, observons que 

, ce cr — un 3 uq+cr. c+3p 

mv—uq+ml=uq + -2 =uq + — — = — 2 - — = — J-, 

4 4 4 4 

(en posant uq=p) ; 

ainsi le moment de cette pyramide est 

? [a + b] = — ( c +3p) {d+b), 

o 4 .12 

cous aurons d’après cela, en égalant les momens , 

B c*B B- 

- {aM>+c)x= 1> — (c+3^) 

J 12 12 

*. 

celte égalité revient à 

4x (a + b 4- c) = c*+ (c+ 3 p) {a+b) ; 

on tire de là ' : 

c*-Hc+3/>)(æ+6) 

4 (a+^+c) ' 

mais d’un autre côté, d’après ce que nous savons déjà, 

a'+b'+ab 
^ 3 ( a+b ) ’ 

substituant dans la valeur de x y cette dernière de- 
vient 

1 a'+b'+c'+ab+ac+bc ■ 

•E —— r ' ' ' ' | . - j.r j • < 

4 a+b+c 

valeur exaete.. , 
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Si on pose u=A=c, auquel cos le tronç devient 
un prisme, alors q est le centre dç gravité du paral- 
lélogramme abdf. 


a 


»=- ,etx=± 
* % 


a ' +aa { a + ~)_a 


12 a 


résultat connu. 


PROBLÈME XIII. 

Déterminer le centre de gravité d’un tronc de pa- 
rallélipipède. ... 

• * ■* x 

Soit ce le tronc dont il s’agit, décomposons-le en 
deux troncs triangulaires par le plan diagonal bcef. 
Soit h le centre de gravité cherché, m,n ceux des 
deux troncs partiels. Appelons en outre x,y,z les 
perpendiculaires abaissées sur la base inférieure des 
trois points A,ro,n, et a,b,c,d celles partant des som- 
mets de sa hase supérieure. Tirons enfin mq perpen- 
diculaire à x,y,z , on aura évidemment . 


ou bien. 


• . . ' • , hm 

x*=y+hp = jc+nq x — , 
. mn 


, > . , b+e+d . 

*=*+'*- y, 


mais d’après ce qui précède, 


'=4 


i a’+b'+c' + ab + ac+ bc 


et 


. a + b-bc 
ï b'+d+tF+bc+bd+cd 
4 b-hc+d ‘ ' ” 


Fig. h. ; 
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substituant ces valeurs dans l’égalité précédente, il 
vient : . . . 

_ i / a'+b'+d+ab+ac+bc \ i / b’+c'+d'+bc+bd+cd "J 
X ~ 4 V. a+b+c / 4 V b+c+d 

_ d‘+b'+c‘+ab+ac+bc \ ^ b+c+d _ i a'+b'+c'+ab+ac+bc 
a+b+c ' / a+ib+ic+d 4 a+b+c ' 

j 1 [b'+c'+d‘+bc+bd+dc){a+b+<f)~[a'+b % +c , +ab+ac+bc){b+c+d) ) 

41 (a+6+c) (a+ 2 i+ 2 c+rf) \ ~~ $ 

Cette formule, qui parait très-compliquée au pre- 
mier abord, est cependant bonne pour la pratique, 
elle est symétrique, et ne renferme que des lignes 
connues et se réduira facilement en nombres. 

On aurait pu remplacer le rapport 


hm 

par — 

mn r i 


- (b+c+d) 
(a+b+c+d)Xz 


3 a+b+c+d 
a b +c+d ■’ 


puisqu on démontre en géométrie qu’un tronc de 
parallélipipède est égal à sa base (qui est ici double 
de celle des termes triangulaires), multiplié par le 
quart de la somme des quaire perpendiculaires abais- 
sées des -sommets de la base supérieure sur la base 
inférieure. On peut faire ce remplacement et voir 
ce que devient alors la valeur de x. ‘ ■ 

Autre démonstration. 


>4 


St>it A la base du tronc, A! A" celles des troncs 
partiels, x la distance à la base A. du centre de gra- 
vité du tronc, et xfx" les distances analogues pour 
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les deux autres troncs : si nous prenons pour la me- 
sure du tronc l’expression énoncée ci-dessus , nous 
aurons évidemment, d’après la théorie du moment : 


( 


d m \*b-\rC’\-d \ 


4 


■y 




ou bien en observant que 

À.' 

a+b+c+d • a+b+c 


A" , 

. a 


b-uc+d 

j + 'ŒÏÏZx''. 


or, nous savons que 
et de même 


_ i a'+b'+c'+ab+ac+bc 

~ 4 û+6+c 1 


donc 


,, _ i b'+d+cP+bc+bd+cd 
~ 4 b+^+d ' 


(a+b+c+d) - — — (a'+b'+c'+ab+flc+bc)+ -ï- (b'+c'+d'+bc+bd+cd), 

d’où l’on déduit V. 

x __ * r <£+îb , +ic'+d‘+ab+ac+ibc+db+cd \ 

». • 6 a+ï+c+5 J ’ 

• Cette formule est très-simple, et nous montre que 
la formule obtenue par l’autre méthodeest susceptible 
d’une grapde simplification* que nous noufe conten- 
tons d’indiquer. . • „ ■ . 
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PROBLÈME XIV. 

Déterminer le centre de gravité d\m tronc de prisme 
quelconque . * 

Soient A la Base du tronc, n',a", les triangles 
lonnaftt cette base, et qui sont leg bases des troncs 
de prismes triangulaires , en lesquels nous suppo- 
sons qu'on a décomposé le tronc donné. Appelons x ■ 
la distance du. centre’ de gravité cherché à la base, 
et a/, x"' r od" les qualités analogues pour les troncs 
partiels. Désignons en outre par p,p'ip" les perr 
pendiculaires abaissées sur la base inférieure du 
centre de gravité des bases supérieures du tronc 
donné, et des troncs .partiels ; nous savons que le 
volume du tronc est, égal à sa base multipliée par la 
perpendiculaire abaissée de sou centre de gravité sur - ' 
cette base; ainsi on aura, en prenant les momens, 

i dp' a'+b'+d+ab+ac+bc a"p" b’+c'+d'+bc+bd+cd 

4 a+b+f 4 b^rC+d +etc. 


D’où l’on tire la valeur de .r.-a, 6, c,r/,e sont les per- 
pendiculaires à la base et passant par les sommèts 
de la base supérieure. 

Nous savons aussi qu’un tronc de prisme quelcon- 
que est égal à la section droite multipliée par la li- 
gne qui joint les centres de gravité des bases. Ce 
qui nous .fournit une autre manière d’opérer. Cette 
méthode olirira plus de simplicité. * 


r- : ~ 



•¥ 

•r. 


Corollaire. 

Il est évident que le centre de gravité d’un tronc 
de prisme quelconque est Sur la section parallèle à 


> 
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la base faite à la hauteur x que nous venons de trou- 
ver. La même chose a lieu pour un tronc de cylindre, 
caron peut toujours trouver un tronc de prisme qui 
différera de ce dernier de moins que de toute quan- 
tité donnée. 

•. PROBLÈME XV. 

Déterminer le centre de gravité d’un tronc de pyra- 
mide triangulaire à bases parallèles. 

Il «st d’abord facile de voir que ce centre de gra- 
vité se trouve sur la ligne qui joint les centres de 
gravité des bases; car si.l’on prolonge les arêtes, cette 
ligne, passant par leur poipt commun, contient né- 
cessairement les centres de gravité dès deux pyra- 
mides, dont le tronc est la diflérence. Le problème 
se réduit donc à déterminer la hauteur du centre de 
gravité au-dessus de la base inférieure. • • 

Soit abcdef le tronc proposé, agissons comme 
pour le tronc de prisme triangulaire , et décompo- 
sons-le en deux pyramides, l'une triangulaire et l’au- 
tre quadrangulaire , ayant leur sommet commun au 
point b. Posons def = b 2 , abc= a 2 . Soit de plus 
h la hauteur du tronc, m le centre de gravité de la 
pyramide quadrangulaire, p celui de la pyramide 
triangulaire ; alors le centre de gravité clicrché se 
trouvera en un certain point n de la ligne mp. Comme 
précédemment, désignons para:, jr, z les perpendicu- 
laires abaissées des points n,m,p sur la basa infé- 
rieure. Si q est le centre de gravité du quadrilatère 
acfd, base de la pyramide quadrangulaire, et que par 


Fig. la. 


I 
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ce point et le point p on mène des perpendicu- 
laires à x, y, z dans le plan de ces lignes, nous aurons 

. h 

x = nt = ps +nh - +nh ; 

4 


or 


n h np b'+ab 
mk mp a'+ b'+ab' 


car les lignes np, mp sont proportionnelles aux vo J 
lûmes de la pyramide quadrangulaire et du tronc, 
ainsi 

h b'+ab , • 

x = -}+ — „ — . . mk. 

* 4 a+b+ab 

De plus , 

, h h — p 3 

mk = qu — ul+mo=p — ~ + = - p {qu=zp)\ 

on sait aussi que 

' . h fl+7.t\ _ h b' + iab 

P ~Z \l+ï) ~ 3' 'b’ + ab ’ 

l , t désignant les côtés ac, df et h, la hauteur du 
quadj-ilatère, qui n’est autre chose que celle du tronc; 
substituant, il vient 


, h b’+iab . h f 

mk— - — — —, par suite x — — ^ 


b'+iab \ 

1 + a’+b'+ab ) * 


4 b'+ab 
d’où enfin 

; . • h fa' + ib' + 3ab\ 

• X 4 V a'+b’+ab ) ' 

valeur cherchée. On voit que cette formule est très- 
simple et a la plus grande analogie avec celle relative 
au* trapèze. 

En faisant b = o, auquel cas le troüc devient une 
* h 

pyramide triangulaire, il vient x = — , résultat vé- 
rifié. 
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Autre démonstration. 

Le moment de la pyramide triangulaire pris par 

h’p,' 

rapport à la base inférieure a 2 est : posant qu = 


p, on aura mv = 


A + 3 p 


car 


he es — qu 3qu+es 3 p+h 

mv=qu+mo=qu+ —=qu-\ = — ^ ^ — i 

ainsi le moment de la pyrgmide quadrangulaire aura 
pour expression 

h+Zp ' A * 

— 7^- X - {b'+ab) , 

4 3 

L 

et le moment du tronc étant — (a’ + b' + ab ,) x; le* 

• O 

galité des momens sera donnée par 

\ {a'+b'+ab) x— 2-^- + — {h+3p) {b'+ab), 

3 12 i.a 


d’où l’on tire 


_ kœ+{Jt+3p) {b'+ab) 
X 4 (aï+b'+ab) ’ 


mais p est une quantité connue, et on a 
_ h b'+îab 

^ 3 * b'+ab ’ ■ • : 

substituant cette valeur dans la précédente, et rédui- 
sant., on trouve 

_.A ( a'+'ib'+5ab \ 

X ~ 4 \ a'+b'+ab J 

valeur trouvée parla première méthode.. 


Fig. i3. 
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Autre démonstration. 

Prolongeons les arêtes du tronc jusqu’à leur point 
de concours s : soit h la hauteur de la grande pyra- 
mide, h celle de la petite, a 1 la base inférieure du 
tronc, b la base supérieure; en appelant .r la dis- 
tance du centre de gravité du tronc à la base a’, le 
moment du tronc # par rapport à cette base est 

x (a'+b'+ab) 

O 

d un autre côté, celui de la grande pyramide est 
égal à 

' . 4 ,*• 

' 3 ‘ u- 

et celui de^la petite • * 

b' h 1 f h!\ b’ h' 

ir{ h - h + ï) = — 

on aura donc d’après la théorie des momens 

, . „ fl h — h! . a’ h' b'h ' , 

x (a'+b'+ab) —— = (4 A — 3A); 

3 -il ii . 

d’où l’on déduit 

— i a'K—Whli+db'K' 

4 (a'+b'+ab) (h — A’)-'* 

mais les deui pyramides étant semblables, ôn a 

_ £ 

A* ~ h'" 

ou . 

« , 

a ■. b :-.h :h', a : a — b : : h : h — h! , et a— b - b h — h! : A' ; 
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d'où l’on tire 

. a {h — A') ,, b (A — h') 

h = . » « — » i 

a — & a— A 

et substituant ces valeurs, il vient 

'A — A' y 




4 ; 


(a'+b'+ab) (A— A') 

A — A' a 4 — 4^+36’ 


4 ’ (a'+b'+ab) (a’ — iab+b‘) ‘ 

Si l’on effectue la division du numérateur par le 
deuxième facteur du dénominateur on obtient pour 
résultat 

A — A' a‘+7.ab+3b' ' ' 


■sr. 


x = 


a l +b*+ab f 


résultat exact. 


it 


Si h— h 1 , alors <2=4 A et. x = — (A— A') , 

O t* 

résultat remarquable et indépendant des bases. 

Autre démonstration. 

Tirons une ligne du sommet s au centre de gra- Fig. 14 , 
vité ni de la base inférieure , cette ligne passera 
par le centre de gravité h de la grande pyramide, 
par celui k de la petite et celui x du tronc. Ce 
tronc que nous désignerons par 5 ", sera la dillé- • 
rence des deux pyramides s, s : ainsi , en suppo- 
sant les volumes s, s', s” concentrés en leurs centres 
de gravité h, k, x, le point x sera Le point d’applica- 
tion d’une force s" qui, combinée avec j", donnera une 
résultante s : on a donc 

s V, . 

s! : s" : : xh : kh, d’où xh = —, X kh : * 
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mais 


3 ,3 _ . , 3 . 3 . J 

«*i= - sm, $k ss - ti), d ou AA = - mn, etxh = -mn. — , 

4 4 ' 4 4 * 


or. 


iw 


sni 


-p = 3mn. -, 


xm—hm — hx=— hx= — mn. 


de plus les bases du tronc étant parallèles, sj on ap- 
pelle h' la hauteur de la petite pyramide, h celle de 

• , , b'ti 

la grande, on aura s = et par suite 

J 


3 mnb'K \ 

' (a' J ri>'+ab){h — K) )’ 


d’où il résulte 

xm = 


i f mnb h \ i r 

xm =ï{‘ m ~ J = ï{* m - 

mais des proportions 

a : b i : h : K, a: b:: sm: sn ; 

on tire • < 

• t.»_ b (.h— h') a.mn 

fl — . 9 MIS — » $ 

a — b a — b . 

mn raï+ab'+a'b — 36®\ 

4 \ (fl?-\-b*-{-cib) (û— / * , 

effectuant on obtient 

mn fcf+iab+3b'\ • . 

XW = T 

cette formule est conforme aux précédentes : seule- 
ment ici la distance à la base étant comptée sur la li- 
gne des centres de gravité, la bautéur du tronc est 
remplacée par la ligne qui joint les Gentres de gravité 
des bases. 

Corollaire. Si l’on appelle X la valeur à laquelle 
nous venons de parvenir, il est facile de voir que le 
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centre de gravité du tronc est celui de la section pa- 
rallèle aux bases , faite à la distance X de la base in- 
férieure : car la ligne qui joint le centre de gravité 
des bases passe par celui de la section. 

. . • 

PROBLÈME XVI. 

Déterminer le centre de gravite d’un tronc de py- 
ramide quelconque à bases parallèles. 

Quel que soit le tronc, on peut diviser les bases en 
triangles homologues , et en faisant passer des plans 
par les côtés homologues de ces triangles , le tronc 
sera décomposé en tronc de pyramides triangulaires : 
chacun dé ces derniers a pour centre de gravité celui 
delà section parallèle aux hases , faite à une distance 
X de la hase inférieure. D’après cela le centre de gra- 
vité du tronc donné sera celui du système de toutes 
ces sections, ou en d’autres termes celui du polygone 
formé par leur réunion. . . 

Donc le centre de gravité d’un tronc de pyra- 
mide polygonale est au centre de gravité de la sec - • 
tion parallèle aux basés située à une distance X 
de la base inférieure , ou bien se trouve à dette 
même distance sur la ligne qui joint les centres de 
gravité des bases. 

Corollaire. Si aux hases d’un tronc de cône on 
inscrit des polygones réguliers , les troncs de pyra- 
mides qui auront ces polygones pour hases, pour- 
ront différer du tronc de cône de moins qae de toute 
quantité donnée : ainsi le centre de gravité de ce 
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dernier se trouvera sur 1» section faite à la hauteur X 
et sur la ligne qui joint les centres de gravité des 
bases polygonales: or, ces dernières ont même centre 
de gravité que les bases du tronc de cône , et il en 
est de même des sections correspondantes. 

Donc! aussi te centre de gravité d’un tronc de 
oône à bases parallèles se trouve sur la ligne qui 
joint les centres de grawté des bases à une distance X 
de la base inférieure. 

Dans le cas du cône droit , il est évident que le 
centre de gravité se trouve sur la ligne qui joint les 
centres de gravité des bases , puisque. cette ligne se 
confond avec l’axe. 


Fig. i5. 


PROBLÈME XVII. 

Déterminer le centre de gravité d’un tronc de py- 
ramide triangulaire a bases non parallèles. 

Soit abcdefle tronc proposé, je le décompose en 
une pyramide triangulaire bdef et une quadrangu- 
laire bacfd. Soient o J n, m les centres de gravité du 
trône et de ces deux pÿramides ; x , z , y les perpen- 
diculaires abaissées de ces points sur la base; enfin 
a, b, c les perpendiculaires abaissées des sommets de 
la base supérieure sur le plan de la base inférieure ; • 
H la hauteur de la pyramide quadrangulaire 1 . Posons 

enfin def— A , acfd— B , on a évidemment 

/ * 

x< = a+ ('- z > X 


Oiqi 
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VyV étant les volumes des deux pyramides, or z = ^ , 
et d’après ce qui précède 


par suite , 


r = 2 ( a+b+ ' : ■ °cd) 


de même 


a c ch 


A i , BH 

■'"'T •'“T-. 


par conséquent 

r ^ + , Ç cA \ Ai b / a c c h\ v 

4 \4 4 ' cd) Ai+BH - 4 V4 + 4 ' 7d) 7+d ; 

telle est la valeur cherchée où tout est copnu. 
a: étant donné, on pourrait déduire de là l’expres- 
sion du volume du tronc qui n’est point donné en 
géométrie. 


Autre démonstration. 


En égalant le moment du tronc à la somme de ceux 
des deux pyramides , on aura 


/Ai-fBH\ Ai’ BH / , ch\ 

[~} x= ^ + ^( a+b ^7d)> 

d’où l’on tire 


ch 


. Ui’+BH.(a+i)+BH . c . — 
i j . cd 

X ~ 4l Ai+BH 


même valeur que la précédente, mais présentée 
sous une autre forme. 
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Cette formule peut être d’une grande utilité dans 
la pratique. 


PROBLÈME XVIII. 

Déterminer le centre de gravité d’un polyèdre 
quelconque. 

Tous les polyèdres pouvantse décomposer en py- 
ramides triangulaires, si l’on prend les centres de 
gravité de toutes les pyramides qui composent le 
système proposé, l’on n’aura plus qu’à chercher le 
centre de gravité d’un assemblage de points repré- 
sentés pour leurs poids , par les volumes des pyra- 
mides respectives dont ils sonl les ceutrcs de gravité. 
Ce qui se réduit à une composition de forces. Dans 
quelques cas on pourra ne pas décomposer tout le 
polyèdre en pyramides triangulaires, et profiter 
avec avantage de la détermination des centres de 
gravitéf des prismes, des pyramides polygonales, 
des troncs , etc. 

Comme nous l’avons déjà démontré, il est facile de 
voir, en décomposant un polyèdre régulier en pyrami- 
des ayant leur sommet à son centre, que son centre de . 
gravité est à son centre. Il suit de là que la distance du 
centre de gravité d’un polyèdre régulier et d’un po- 
lyèdre symétrique à un plan est égale à la moyenne 
distance de tous ses sommets au même plan , car ce 
pointestle point d’application d’autant de masses ou 
de forces égales qu’il y a de sommets, et appliquées . 
à ces sommets : * 
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Nous allons terminer ce qui concerne les polyèdres, 
en démontrant un théorème analogue à celui que 
nous avons établi pour les polygones. 


THÉORÈME. 

Dans les polyèdres semblables les centres de gravité 
sont semblablement placés. 

En effet, deux polyèdres semblables peuvent se 
décomposer en un même nombre de pyramides trian- 
gulaires semblables et semblablement placées. , 
dans une pyramide, le centre de gravité se trouvant 
sur la ligne menée du sommet au centre de .gravité 
de la base, et à une distance déterminée de cette 
base, et d’ailleurs dans deux pyramides semblables, 
ces lignes étant homologues et proportionnelles, il 
en résulte que la proposition est vraie pour deux 
pyramides triangulaires : cela posé, on peut rempla- 
cer les pyramides qui composent les polyèdres par 
des masses ou forces appliquées à ,leurs centres de 
gravité respectifs : alors ces poids seront propor- 
tionnels pour deux pyramides semblables : pour avoir 
les résultantes de ces deux systèmes de forces, il fau- 
dra d’abord partager dans un certain rapport les li- 
' gnes qui joignent deux forces homologues, ce qui 
donnera pour les points d’application de ces deux 
résultantes partielles deux points semblablement pla- 
cés. Toutes les opérations suivantes étant semblables 
à cette dernière , on peut en conclure que les résul- 
tantes auront leurs points d’application semblable- 
ment placés. 
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Donc dans les polyèdres semblables tes centres de 
gravité sont semblablement placés. 
pia nche lit. On peut voir cela autrement. En effet, la proposi- 
s 1 tion étant vraie pour deux pyramides triangulaires, 
il suffit de faire voir que si elle est démontrée pour 
des polyèdres composés’de a pyramides, elle a aussi 
lieu pour des polyèdres composés de ( a+ i) pyra- 
mides : et, en effet, soit n, n' les centres de gravité des 
. polyèdres formés de a pyramides, et soit s, s ' les a-H ra \ 

pyramides , et m, m' leurs centres de gravité; les 
points n, n sont semblablement placés , ainsi que 
n W , ' i et de plus les forces appliquées en m, n sont 
proftortionnelles à celles qui agissent en m% n' ■. pour 
avoir les résultantes générales il faut donc diviser les 
droitesmra, m'n danslemémeTapport : cesdeux droi- 
tes étant elles-mêmes des lignes homologues et par 
Conséquent, proportionnelles, il en résulte qué les 
> points de division ou les centres de gravité seront 
semblablement placés. ’ 

Fig. a. Voyons maintenant comment, à laide de ce théo- 
rème, on peut sipiplifier les recherches prudentes. 
Considérons d’abord un prisme bh : divisons ce 
prisme en deux prismes partiels égaux par un plan 
- parallèle aux bases et à égale distance de ces bases : ' 
soit a le volume de l’un d’eux, a: la distance du cen- 
tre de gravité de bh à la base ac, x' celle du prisme * 
bp; en égalant les momens.on aura 


iax= ax' + a —2 aa/+ — 

mais en admettant le théorème précédent 

^ i> . ah h 

x — ~ > u ou nax = ax H , et x — - , 


> 
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Résultat vrai, et auquel nous sommes déjà parvenus 
par d'autres méthodes. 

Soit maintenant la pyramide triangulaire sabc v si 
par le milieu d de l’arête su on mène le plan def pa- 
rallèle à la base, et par le milieu e de sb un plan egli 
parallèle à sac, la pyramide sera décomposée en deux 
pyramides égales entre elles et deux prismes équi- 
valens. Soit a le volume de l’une des pyramides, x 
la distance du centre de gravité delà pyramide s à la 
hase abc, x' la distance du centre de gravité de egbh 
à la même base, et enfin h la hauteur de s, nous au- 
rons, en égalant les momens , 

„ Zah 3 ah ah . , 

8 ax— + — - + — +*ax’ ; 

. 4 6 2 i 

mais les petites pyramides étant «semblables à la 

x 

i 


proposée, on a d’aprèsle théorème précédent, x' = — ; 


i.i ai ah „ , h . . 

il vient donc n ax = , dou.z=— - , résultat 

- / 12 A 

auquel nous devions arriver. 

Nous ne citerons pas d’autres exemples de ces 

applications. 

Nous allons passer maintenant à la détermination 
de quelques centres de gravité qui ne pouvaient trou- 
ver place dans ce qui concerne les polygones et les 
polyèdres. . ’ - 

PROBLÈME XIX. ‘ ' 


Déterminer le centre de gravité d'un arc de cercle. 

Déterminons d’abord le centre de gravité d une 
portion dé polygone régulier. Je trace le diamètre mn 


Fig. 3. 


Fig. 4- 
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parallèle à la corde ab du polygone donné. Soit x la 
distance du centre de gravité cherché au diamètre 
mn, soit ale polygone ai, son moment sera a X x, le 
centre de gravité du côté ac est à son milieu ainsi que 
celui de cd , etc. leursmomens sont acxei,cdxgq, etc. 
donc ax = ac X ei-¥edx gy + etc. : si l’on joint eo , 
les deux triangles semblables acl , eoi donnent ac : 

eo :: al :ei, ou. ac : t :: pli : ei", d’où er* — — ; (f estl’a- 

• ac 

pothème), de même onacd: go :: cf:gq,oucd-.t:: 

pr : gq d’où gq^*—^ etc.-, substituant dans la valeur 

de ax , il vient ax — t ( pli +pr + etc.) = «x^ = 
ty^ab 

t X ab,à’oùx= de plus lecentre de gravitédoit 

<* ^ 

se trouver sur la ligne menee du centre a son milieu. 

Donc le centre de gravité d’une portion de polygone 
régulier se trouve sur le rayon qui le divise en deux 
parties égales à une distance du centre quatrième * 
proportionnelle, h l' apothème , à l'arc et à la corde. i 
Considérons maintenant un arc dè. cercle, et con- 
cluons que le centre de gravité d’un arc de cercle est 
sur le rayon qui le divise en deiTbc parties égales à 
une distance du centre quatrième proportionnelle au 
rayon à Parc et à la corde , en sorte que pour lui on 

a sd = ~ , [a' est la longueur de l’arc) ; car suppo- 
rt. . 

rab 


v sons qu’on ait x 1 


+ m; si on circonscrit fine 


portion de polygone régulier à l’arc donné , on aura 
. . , rab 

.pour le centre de gravite de ce dernier x =*— -,mais 
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l’arcet I 3 polygone peuvent différer entre eux de moins 
que de toute quantité donnée; leurs centres de gravité 
respectifs différeront donc aussi très-peu entre eux, et 
m étant une quantité finie, il faudra pour cela que a' 
soit plus grand que a, ce qui est absurde; on prouve- 
rait de même, au moyen du polygone inscrit, qu’on ne 

rXab , _ T 

peut pas avoir x = m, donc etc. J\ous 

a 

sommes déjà parvenus àce résultat parle théorèmede 
Gutdin. ' . . 


PROBLÈME XX. 

Déterminer le centre de gravité d’un secteur 
circulaire. 

Si nous remplaçons l’arc ab par une portion de Fig. 5. 
polygone régulier, ce nouveau secteur pourra être 
considéré comme composé de triangles ayant leur 
* sommet au centre o, et pour bases les côtés du poly- 
gone. Chacun de ces triangles a son centre de gra- » 
vité aux d€ux tiers du rayon même par le milieu de 
sa base , en sorte que l’aire du seccçur a pour centre 
de gravité celui de l’arc die décrit avec un rayon 



On aura donc pour la distance au centre de gravité 
du secteur au point o , 



\r.ab 

afb 


2 ab 



On passera du secteur polygone au secteur circulaire^ 

6 


• v 
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comme nous sommes passés <1 un polygone à un 
arc. 

Donc le centra fie gravité d’un secteur polygonal 
ou circulaire se trouve sur le rayon qui le divise en 
deux parties égales à une distance du centre qua- 
trième proportionnelle à l'arc, à la corde et aux 
deux tiers du rayon . 

Supposons maintenant qu’on demande la distance 
du centre de gravité du demi-secteur anf à l’axe of : 
pour cela observons que ce centre de grayité est sur 
la droite gu mcnce perpendiculairement au rayon of 
par le centre de gravité g du secteur double, et en 
même temps sur le rayon om qui divise l’arc af en 
deux parties égales : la distance demandée est donc 
le côté gn du triangle rectangle ogn , d’où l’on dé- 
duit par une simple proportion 
?. adxr i 




PROBLEME XXI. 


Déterminons le centre de gravité d'un segment 
circulaire. 


Soit le segment afbm , et soit en outre i,k,g, les 
centres de gravité respectifs du triangle, du secteur 
et du segment. En prenant les momens par rapport 
au centre o, et observant que le montent du secteur 
est égal à la somme des momens du segment et du 
riangle, on a 


afbm X og—afbo X ok- — abo X oi; 

ab.om , 2 • 

et oi= - om. 


f* 2 r.ab 

or afbo = afh X -r,ok=- ■■ abo 
2 6 ajb 


3 
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substituant ces valeurs il vient 

* r of*— 

*fbmx.og=ab {- — - 
d’où l’on tire 


om 


\ al) 

) 12 ’ 


aï) 


0g: 




. ofbm 

Donc le centre de gravité d’un segment circulaire 
est sur le rayon mené au milieu de l’arc h une dis- 
tance égale à du cube de la corde , divisé par 
l’aire du segment. . • ».>* 

De même connaissant les centres de gravité du 
triangle et du secteur polygonal , on déduirait une 
valeur analogue pour le centre de gravité du segment 
polygonal. 


PROBLÈME XXII. 

Déterminer le àcntre de gravité d'une zone 
sphérique. 

Supposons d’abord qu’il s’pgit d’une zone à une 
base. 

Il est évident que le centre de gravité se trouve 
sur son axe , car ce dernier est l’intersection de deux 
plans qui divisent la zone en deux parties égales. Je 
dis de plus , qu'il est au milieu de cet axe ou de sa 
hauteur. ‘ 

En effet, si on considère aussi la zone ahb , qui , 
avec la première ajb , complète la surface de la sphère, 
le «entre de gravité du système de ces deux zones 
devra être au centre o de la sphère : or deux zones 


* 


Fig. 7 . 
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de même base étant entre elles comme leur hauteur, 
il est facile de voir que cette condition sera satisfaite 
en admettant que le centre de gravité de chacune 
d’elles se trouve au milieu de sa hauteur, tandis 
qu’il n’en est pas ainsi dans le cas contraire. Sup- 
posons -, par exemple, que le centre de gravité d’une 
zone soit placé au-dessous du milieu de sa hauteur : 
alors les centres de gravité des deux zones se rap- 
prochant en même temps du centre de la sphère, 
le centre de gravité de leur système ne sera plus au 
centre de la sphère. On verra de même que la même 
chose a lieu, en supposant le centre de grayité au- 
dessus du milieu de la hauteur. 

Donc le centre de gravité d'une zone sphérique 
est au milieu de sa hauteur. 

Ce que nous venons de dire suppose que la zone 
dont il s’agit n’a qu’une hase ; mais on déduit de 
là le cas d’une zone à deux bases. 

» 

PROBLÈME XXIII. 

Déterminer le centre de gravité d’un secteur 
sphérique. 

Je suppose qu’il s’agit d’un secteur à base polyé- 
drale :• on pourra le considérer comme composé de 
pyramides, et chacune d’elles aura son centre de 
gravité aux trois quarts du rayon mené au centre de 
gravité de la base ; en sorte que le centre de gravité 
du secteur ne sera autre chose que le centre de gra- 
vité delà calotte polyédrale , dont l’apothème serait 
les trois quarts de. celles du secteur. Ainsi , si on 
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prend o b — | oa , le centre de gravité du secteur sera 
au milieu m de j b ; par conséquent, en posant oa=r, 
ah=h , on aura bf=j a parce que bf ■. ha :: ab : oa 
: : : i , on a aussi of= ( r — h ) ; donc mo = ~ ( r — h ) . 

+ { h , ou om = * r — j h ; on passera facilement , 
d’après tout ce qui précède, au secteur sphérique. 

Donc le centre de gravité d'un secteur polyédral 
ou sphérique est sur son axe à une distance du 
centre de la sphère égale aux trois quarts du rayon 
moins les trois huitièmes de la hauteur de l(i ca- 
lotte. 

PROBLÈME XXIY. 


Déterminer le centre' de gravité d'un segment 

sphérique. 

• - 

Le moment du segment est égal à la différence 
des momens du secteur et du cône : or, le vo- 
lume du secteur est f v r'h , celui du cône n ( a rh 

y h 

— h') la distance de son centre de gravité 

t • . 

au sommet de la calotte est r+ \h : or, le centre de 

gravité du cône et aux trois quarts de oh à partir du 
point o; ona donco/c=r — Zt, et lad.'stancedece centre 
au pointo est | r — | h , et conséquemment sa distance 
au point a est ' /•+ ’ h ; la différence des momens du 
secteur et du cône sera donc 

I * r h (4 r+ 8 à ) \4 r+ 4 A ) ’ 

et divisant par le volume du segment, qui est « h’ 


('-!*) 


on trouvera 


0 ni = x — 


8r/t — 3 h' 

i3 r — 4 h’ 


Fig. 8. 
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ou passera devin nu segment polyédral. * 

Donc le centre de gravité d’un segment. polyédral 
ou sphérique est éloigné du sommet dé l a calotte 

7 8r/» — 3 A’ 
de — < — — . 
ts^-4A 

Les résultats et principes précédens étant bien 
établis, nous allons nous occuper de quelques ap- 
plications. 

Applications , 

Comme on le sait, un radeau est un assemblage 
d’arbres parallèles les uns aux autres , placés gra- 
duellement en retraite; il importe, pour la solidité 
d’un pont de radeaux , que le plancher de ce der- 
nier soit à peu près disposé également de part et 
d’autre tlu centre de gravité des radeaux , afin que 
leurs poids propres, et celui des fardeaux qui passe- 
ront sur le pont, ne donnent pas au radeau une 
charge inégalement distribuée autour de son axe 
transversal. 

11 est donc utile de savoir déterminer le centre de 
gravité d’un radequ. Cette détermination n’offre au- ■ 
cunc difficulté , puisque chaque arbre est un tronc 
de prisme ou même un prisme ,et le plus souvent un 
tronc de cône; nous avons détermipé le centre de 

4 "i * 

gravité de ces divers solides. 

Si I on place un corps sur un axe horizontal de 
manière qu’il y reste en équilibre , il est clair que le 
centre de gravité ducorps se trouvera dans un plan > 
vertical mené par cet axe. 

Cela posé, si lgn but -une épreuve sur une pièce 
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de canon , on voit que le plan vertical ci-dessus passe 
à peu près sur l’axe des tourillons : or , la pièce pri- 
vée de tourillons étant un solide de révolution au- 
tour de son axe longitudinal , son centre de gravité 
se trouve sur cet axe. Déplus, les tourillons étant 
placés symétriquement par rapport à cet axe, ce 
dernier devra contenir le centre de gravité du sys- 
tème entier ou de la pièce telle qu’elle existe. 

Donc le centre de gravité d’une pièce de canon se 
trouve a peu près sur l'axe transversal mené par le 
centre des tourillons. 

L’axe de suspension n’est pas absolument l’axe 
des tourillons : le centre de gravité se trouve en ef- 
fet un peu en arrière de cet axe , ce qui est nécessaire 
pour le recul de la pièce. 

Les jambes d’un homme étant maintenues paral- 
lèles dans le prolongement du corps et les bras ap- 
pliqués sur les côtés, on trouve que l’axe de suspen- 
sion dont nous venons de parler se trouve généra- 
lement très- près de l’axe transversal mené par les 
deux hanches : de plus le centre de gravité se trouve 
sur l’axe longitudinal du corps même. 

Donc le centre de gravité d’un homme est placé à 
peu près entre les deux hanches au milieu du corps. 

D’après cela, un homme ne peut être supporté 
sur un plan horizontal qu’aulant que la verticale, 
passant par son centre de gravi té, tombe dans l’espace 
quadrangulaire embrassé sur le sol par les contours 
de ses pieds. C’est pourquoi, dans l’escrime, la 
stabilité est très-grande dans le sens du mouvement 
et très-faible dans le sens rectangulaire à ce dernier. 
De même}, tout le talent du patineur consiste à main- 

6 * 
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tenir le centre de gravité dans le plan vertical mené 
par le tranchant du patin qui pose sur la glace. 

Tout le monde a remarqué qu’en montant 
l’homme porte le corps en avant , tandis que le con- 
traire a lieu en descendant : on a pu voir encore 
que deux individus se donnant le bras, allant un 
peu vite, sans être au pas, ne marchent qu’avec 
beaucoup de difficulté et finissent par tomber. Sur 
la corde, la base de sustentation étant presque nulle 
dans le sens latéral , le funambule n’exécute qu’avec 
beaucoup de difficulté, ce qui lui est très-facile à 
l’aide du balancier, qui lui donne la faculté d’opposer 
un contre-poids à la masse qui entraîne son centre de 
gravité. 

L’enfant qui n’a pas, si l’on peut s’exprimer 
ainsi, le sentiment de son centre de gravité, fait des 
chutes fréquentes. L’habitude corrige ce défaut ; 
l’homme parvient à exécuter avec beaucoup de fa- 
cilité et de rapidité les mouvemensles plus variés et 
les plus brusques. 

Lorsqu’on observe le pas d’un quadrupède , on 
reconnaît que la levée est d’autant plus longue que 
le pas est plus lent, surtout lorsque l’animal est em- 
ployé à mouvoir des fardeaux qu’il traîne difficile- 
ment; et sa durée est très-sensible dans le bœuf, dont 
le pas est naturellement fort lent; et lorsque cet 
animal est fatigué, sa marche n’est qu’une suite de 
stations très-rapprochées , dans lesquelles tout son 
poids porte sur trois pieds, et comme celui des trois 
qui est en foulée pousse le centre de gravité du corps 
en avant et du côté opposé de ce poids, il est soutenu 
presque en entier sur le bipède latéral des deux 
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autres : il en est autrement lorsque le pas est rapide ; 
alors le poids du quadrupède n’est jamais soutenu, 
et son centre de gravité oscille en dehors de la base 
de sustentation du bipède qui est en appui. 

Ce bipède presse donc moins le sol, ce qui fait que 
les empreintes qu’il y laisse doivent être moins pro- 
fondes quand celui-ci présente les conditions de 
résistance convenables à cet effet. Cette pression 
diminue à mesure que le centre de gravité du quadru- 
pède descend , en sorte qu’elle pourrait non-seule- 
mcnt devenir nulle, mais même se changer en une 
force centrifuge qui détacherait ce bipède du sol. 

Comme nous l’avons observé, le mouvement du 
corps doit avoir lieu lorsque la projection de son 
centre de crravité est en dehors delà base de susten- 

O 

tation : et par cela même il est impossible de soule- 
ver un poids, quelque petit qu’il soit, en se tenant 
debout, si la direction de la résultante de ce poids et 
de celui du corps ne rencontre pas cette base. Mais 
suffit-il , comme Barthez l’a dit (Nouvelle mécanique 
du mouvement de l’homme et des animaux) , que la 
direction de cette résultante tombe sur la base de 
sustentation pour que l’homme puisse soulever un 
fardeau plus pesant que son corps? Boerhaave a dit 
qu’on ne peut élever une masse plus pesante que 
soi : mais cela n’est vrai que dans des circonstances 
faciles à désigner, et que voici : Un homme qui n’est 
retenu sur le sol que par sa propre pesanteur ne peut 
élever une masse plus pesante que son corps, lors- 
qu’elle tend à le soulever ou à le détacher du sol, et 
cela , quand même la ligne du centre de gravité de 
cette masse et de cet homme tomberait sur la base de 
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sustcntution du dernier. Ainsi , si un homme puise 
del’eauen tirant la corde, attachée à l’anse du seau, 
avec ses mains et sans employer aucune machine, il 
pourra amener à lui le seau quoiqu’il pèse plus que 
son corps; mais quelqu’eflort qu’il fasse, il ne pourra 
pas le faire monter ni même le tenir hors de l’eau 
si la corde passe sur une poulie dont l’axe est fixe, 
en sorte qu’il la tire de haut en bas ; une expérience 
fort simple conûrme ce résultat 3 Un homme en équi- 
libre sur un plateau de balance ne parviendra ja- 
mais à le rompre, quelques efforts qu’il fasse. De 
plus , si dans les circonstances où l’on ne peut soule- 
ver une masse plus pesante que soi , un homme en 
lève une qui pèse moins, son poids sur le sol se 
trouve diminué de celui qu’il tient suspendu. 

Pour dernier exemple, nous allons appliquer la 
théorie des centres de gravité à la recherche des lieux 
géométriques. 

Déterminer le lieu de s centres de gravité de tous les 
triangles ayant même surface et un angle commun. 

Tous les triangles ayant même surface, le produit 
ôAdela base par la hauteur est une quantité con- 
stante : ainsi, b et h étant des quantités indétermi- 
nées , on a bh= constante = C ; mais tous ces triangles 
ayant de plus même angle au sommet, et la surface 
d’un triangle pouvant aussi s’exprimer par le produit 
de deux des côtés multiplié par le sinus de 1a moitié 
de l’angle compris, il s’ensuit que le produit des 
deux côtés, qui comprennent l’angle A , est aussi une 
quantité constante. Ainsi , sb X sc = const. = G' ; 
or, considérons le centre gravité de l’un de ces 
triangles sbc ; les coordonnées de ce point par rap- 
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port aux axes indéfinies SX , SY seront évidemment 
le tiers, l’une de Sc, l’autre de S&; ainsi, x,y dé- 
signant généralement ces coordonnées, Oi»ajr^= con- 
stante, équation d’ype hyperbole rapportée à ses 
asymptotes; quant à la constante, elle serait .évi- 
demment éüale à ( — : — “-ri , s étant la valeur de 
- V 9*m, M /. 

mètres carrés de la surface donnée du triangle. 

Donc la courbe cherchée est un hyperbole dont 
les asymptotes sont précisément les côtés de l'angle 
donné. 

Nous pourrions multiplier ces applications : les 
précédentes suffisent pour le but que nous nous 
proposons ; nous allons terminer ces recherches en 
établissant quelques théorèmes sur les centres de 
gravité. 

Premier théorème. 

Dans un prisme , la ligne qui joint les centres de Fig. 10. 
gravité des deux bases passe par le centre de gra- 
vité d'une section quelconque. 

Soit le prisme triangulaire af et mno une section 
quelconque : soient de plus k , k 1 , v les milieux des 
lignes ef, bc , no et h, u, h 1 ceux des lignes d eab, mu: la 
ligne kk ' passe évidemment par le point y, caria fi- 
gure cfcb étant un parallélogramme toute droite, on 
est coupée en son milieu par la ligne hk’ qui joint les 
milieux de deilx côtés opposés : de même la figure 
dkka étant un parallélogramme., la ligne gq coupera 
la ligne mv dans le même rapport que dk et ak\ 
c’est-à-dire à \ rnv du point v ; donc elle passera par 
le centre dé gravité de la section mno. 
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La proposition étant démontrée pour un prisme 
triangulaire , elle découle pour un prisme quelconque. 

’ ' * * ■ ' * 

Deuxième théorème. 

K 

Le volume d’un tronc de prisme triangulaire est 
égal à sa base multipliée par la perpendiculaire 
abaissée du centre de gravité de la base supérieure 
sur la base inférieure. 

Fig. ii. En eflet, ce volume équivaut à trois pyramides 
ayant pour base la base inférieure ,.et pour hauteur 
f les trois perpendiculaires abaissées sur cette base 
des trois sommets de la base supérieure. Or, si par le 
sommet d on mène le plan dgh parallèle à la base 
abc , ce plan coupera les perpendiculaires abaissées 
des sommets e , f et du centre de gravité m de dej , 
en des points également distans de abc : de plus, 
d’après une propriété connue, la perpendiculaire 
abaissée du centre de gravité m sur le plan dgh est 
égale au tiers des perpendiculaires menées des points 
e,f sur le mémè plan : ainsi , la perpendiculaire m n 
est elle-même le tiers de la somme des trois perpen- 
diculaires abaissées des trois sommets d , e, f sur la 
base inférieure. 

Donc , etc. 

La même chose a lieu pour un parallélipipède 
tronqué , puisque la valeur de ce dernier est égale à 
sa base inférieure multipliée par le quart delà somme 
. des perpendiculaires abaissées sur cette base des 

sommets de la base supérieure. 
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Troisième théorème. 

» 

Un tronc de prisme quelconque est égal à sa hase 
multipliée par la perpendiculaire abaissée du centre 
de gravité de la base supérieure sur la base inférieure. 

La proposition a été démontrée pour un tronc de Fig. ia. 
prjsme triangulaire. Considérons maintenant un tronc 
de prisme quadrangulaire ag, et décomposons-le en 
deux (roncs triangulaires par le plan aegc ; notre 
raisonnement serait le même pour un tronc quel- 
conque : soient m, n,p les centres de gravité des 
bases supérieures des trois troncs, et soient de plus 
a?, x, y les perpendiculaires abaissées de c s points 
sur la base inférieure ; v , v, V les volumes correspon- 

dans. Or, y = pq = no +ps = x + mr X ^ = x + 

t 

5 

( x 1 — x) — ;; s , s' étant les surfaces des bases des 

troncs triangulaires, car ce rapport est le même que 
celui des bases supérieures^ on tire de là ($ + $') y = 
xs + x's' = V + v' — V 
Donc , etc. 

Dans le cas où la base est un polygone régulier 
d’un nombre pair de côtés ou un polygone symé- 
trique , on peut employer la démonstration qui a 
servi pour le tronc de prisme tr iangulaire , d’après la 
propriété du centre de gravité d’un tel polygone. 


« 
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Fig. i3. 


Fig. 14 . 


Quatrième théorème . 

Un tronc de prisme , ou un prisme quelconque , 
est égal à lasectioh droite multipliée par l aligne qui 
joint le centre de gravité des bases. 

En eflèt, d’aprcs le théorème ( 1 ), la ligne qui 
joint les ci litres def gravité des bases passe par ceux 
de toutes les sections : cela posé , considérons an 
Lrone de prisme triangulaire; soit de/ la section 
droite 1 , k son centre de gravité, g , h ceux des bases : 
le tronc supérieur est égal à def x gk , le tronc inférieur 
est égal à def Y, hk ; ainsi le vol urne total est def x gh : 
passons maintenant au cas où la base n’est [pas un 
triangle : supposons qu’elle soit un quadrilatère, le 
raisonnement serait le même, quel que fût le nombre 
des côtés -, abcd étant la section droite, il suffit de 
démontrer le théorème pour le tronc supérieur bg. 
Ayant décomposé le tronc en deux troncs trian- 
gulaires comme ci-dessus, désignant par x’, x, y 
non plus les perpendiculaires abaissées des centres 
de gravité des bases supérifeures , mais bien les lignes 
qui joignent ces points aux points analogues des 
bases inférieures, on aura toujours y—pq = x 4* 
Y 

[x/ — x} X , ( s\ s sont les deux sections droites 

s X s ' 

triangulaires), ou bien ( s-j-s') j-xs-\-x s — y-j- 

v' = V. 

Donc , etc. 

On appliquera sans difliculté ces deux théorèmes 
au tronc de cylindre. 


Die 
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Cinquième théorème. 

Si une surface plane terminée par un polygone 
ou une courbe , se meut dans l’espace de manière 
que son plan soit toujours perpendiculaire à une 
courbe située dans l’espace , le solide engendré est 
égal à l’aire de la surface génératrice multipliée par 
la longueur de la courbe que parcourt son centre de 
gravité. «• 

Supposons d’abord quel» surface se meuve sur un 
polygone -, alors, en parcourant un côté, au lieu de lui 
rester constamment perpendiculaire, son plan s’in- 
clinera de manière à ce qu’il soit perpendiculaire au 
côté qui suit dè9-qu’il aura atteint le point d’inter- 
section dé ces deux côtés ; ainsi , ab , bc étant deux 
côtés consécutifs , le volume engendré du point a au 
point b , c’est-à-dire de la position «i à bs, est un tronc 
de prisme ou de cylindre, et a pour mesure la sec- 
tion droite ou la surface génératrice multipliée par 
le chemin parcouru par son centre de gravité; 

Donc le volume total sera égal à la surface géné- 
ratrice multipliée par la somme - des chemins par- 
courus par son centre de gravité oupar le chemin total 
parcouru par ce point. 

Maintenant, pour passer au cas d’une courbe, il 
suffit d’employer la méthode dont nous avons fait 
usage plusieurs fois, et qui consiste à inscrire ou cir- 
conscrire un polygone à la courbe. 

Ici, comme dans ce qui précède, nous avons raisonné 
avec toute la rigueur possible; nous aurions pu, d’a- 
près certains. auteurs, considérer la courbe comme 


Fig i5. 


Digitized by Google 


•% 


n 


' - ( 9 6 ) 

composée d’élémens rectilignes , et observer que le 
volume engendré , en parcourant un de ces elémens , 
est un prisme ou un cylindre. 

On voit que ce théorème n’est qu'uuc extension de 
celui de Guldiu , et peut servir à trouver l’expres- 
sion de certains volumes en usage dans les arts 
comme le tore. 


Sixième théorème. 

V 

Lorsqu'un certain nombre de forces sont en équi- 
libre autour d’un point , ce point est le centre de gra- 
vité de corps ou de points massifs égaux placés aux 
extrémités des lignes qui représentent ces forces en. 
grandeurs et en direction ; et réciproquement. 

En ellet , soit m le nombre des points matériels , 
xyz les coordonnées du point de concours des forces , 
x\ y,z....x ,y , z celles des extrémités des droites 
qui représentent ces forces : puisque ces dernières 
sont en équilibre , on a 

x — jr,+x — x 1 +,.....+x—x m =o y-y,+y—yA- 

+ y— y "1 = 0, Z — Zi+Z — +S m = 0 , . 

d’où l'on tire 

mx—x^+xA- +x„ my=y l +yA -. . . . ,+ym ,mz=z,+zA- 4-2 

ou 

X,+Xi+' +x m y,+yAr +y m z,+z*+ +z n 

x = ,y= , z— ; 

m mm 

et ce sont précisément là les valeurs des coordcfbnées 
du centre de gravité; la réciproque est également 
vraie, car de ces valeurs on remonte facilement aux 
équations d’équilibre. 
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D’après cela, si trois forces sont en équilibre au- 
tour d’un point, ce point est le centre de gravité du 
triangle formé en joignant les extrémités des lignes 
qui représentent ces forces en grandeur et en direc- 
tion, car le centre de gravité de ce triangle est le 
même que celui des trois corps égaux placés à ses 
sommets* 

De même , si quatre forces se font équilibre autour 
d’un point, ce point est le centre de gravité de la 
pyramide formée en joignant les extrémités des 
droites qui représentent ces forces en grandeur et en 
direction, et la réciproque de ces deux propositions 
est aussi vraie. 

Bien plus, si toutes les molécules égales d’un corps 
sont attirées vers un même point par des forces pro- 
portionnelles à leurs distances à ce point , et qu’il y 
ait équilibre , -ce point sera le centra de gravité du 
corps, et réciproquement. C’est le cas delà terre don't 
toutes les molécules pèsent vers le centre , en raison 
des simples distances; ainsi, toutes les forces delà 
gravité se font équilibre autour du Centre de la terre. 

• Septième théorème. 

Étant donnés plusieurs points materiels , si du 
centre de gravité de leur système on décrit une 
sphère , la somme des carrés des distances de ces 
points à un point de la sphère est constante. 

Par le point pris sur la spbère , imaginons trois 
points rectangulaires : soient X, Y, Z les coordon- 
nées du centre de gravité, xy-z , oc y z , x" y" z", etc.; 
celles des points du système, n leur nombre, 
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t, r', r", etc., leur distance au premier point , et R 
la distance du centre de gravité au point donné, et 
d, i y, D”, etc., les distances des points entre eux. 


Nous aurons, d’après cela : raX etc., 

«Y /îZ=z=+z'+/+ etc. R^X’+Y’+Z’, 
r^x’+y’+z’, r'* = xf'+f'+z", r"’=af"*+ etc.; et D* = 
(ar— x')*+ (f—ÿj'+ {z—z)'=r'+r' — (ixx'+zyf fazz') , 
D'*=r' , + r"* — {% 3 fx"+ iyy"+ az'z") etc., d’où axx'-f 


2£y'+2zz'= (r’+r") — D’, ixx"+zy'y l '+*z'z"= 1/* +r"*) 
— D", etc. , et de plus des premières égalités on tire 

n’K , =r‘+r‘+r"'+ + (axx’+a yy'+'*zz'+ etc.) =a (r*+ 

r '*4. r "’+ ) — (D*+D'’+D"’+ etc.) , en remplaçant 1 la 

derrière partie par sa valeur ; et delà il vient 


r'+r'*+r r '*+etc. = 


n*R’-KD’+D'*+D"*+) 

3 


, donc, etc. 



Si les points matériels étaient situés dans un 
même plan , rflors z — o , r— o , z'= o, etc., les équa- 
tions se simplifient et le théorème est toujours vrai : 
donc aussi, si du centre de gravité de plusieurs points 
matériels on décrit un cercle ., la somme des carrés 
des distances de tous ces points à un même point du 
cercle est constante. 


Remarque importante. 

Plusieurs théorèmes établis dans cet essai nous 
ont servi à démontrer les centres de gravité des corps ; 
d’autres ont résolu le problème inverse II résulte 
de là qu’il existe une certaine liaison entre la surface 
ou le volume d’un corps et la position du centre de 
gravité de ce corps. Nous sommes même porté à 
croire qu’il existe un rapport constant entre la me- 
sure d’un corps et la position de son centre de gra- 
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vite, c’est-à-dire entre la hauteur du centre de gra- 
vité au-dessus de la base , et la fraction par laquelle 
il faut multiplier la base pour avoir la mesure du 
*. corps. Voici ce que nous avons remarqué à cet 
, égard. 

Si l’on écrit la série 1,7,7,^ etc., et qui n’est autre 
chose que l’unité et ses fractions successives, si un 
terme de cette série est la fraction par laquelle il faut 
multiplier le produit delà base par la hauteur pour 
. avoir la mesure , le terme suivant exprime la fraction 
de la hauteur qui donçe la hauteur du centre de gra- 
vité au-dessus de la base : par exemple le triangle a 
pour mesure sa base par la moitié de la hauteur, et 
son centre de gravité est distant de la Jbase du tiers de 
la hauteur ; le volume de la pyramide triangulaire est 
égal h la base par le tiers de la hauteur, et c’est le 
quart de la hauteur qui donne la distance du centre 
de gravité à la hase : la même chose se vérifie pour le 
parallélogramme, le parallélipipède', le prisme , etc. 

De plus , la même analogie subsiste lorsque la me- 
sure est le produit d’une fraction de la hauteur par 
une fraction de la base ou des bases : ainsi, a et b 
étant les bases d’un trapèze et h sa hauteur, on a pour 

sa surface s= -, et pour le centre de gra- 

* • , h (a + ï b\ , - . r 

vite x =2 ^ — ^~b~) ■ ° n P eut encore ‘ e vcn “ er 

pour les troncs de pyramides et de prisme, etc. 

Nous allons maintenant établir. les principes sur 
lesquels reposent les démonstrations des théorèmes 
de Guldin, après cela nous examinerons les mé- 
thodes employées dans les ouvrages élémentaires. 
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Principe. 


Supposons que la surface aa'bcdd' tourne autour de 
l’axe pq; décomposons cette surface.en S^S^, S,; appe- 
lons x , x, x", etc. etc., z, z', z", etc., les dis- 
tances à l’axe de leurs élëmens, X,Y,Z. celles de leurs 
centres de gravité, etc., le nombredes élé- 

men s : on a ura ( t ) x+x'+x''+e te . , = Xm ; y+y'+y+ e te . 

S SS 

=Ym';z+z'+z"+etc.,=Zm", — — (a) : posons 

'«mm * 


S.+S r +S.=S, ajoutons les équations (i) et multi- 

, „ S’ 

puons de part et d autre par a » et par — ; — — — - y il 


viendra » # 

a k (x+x'+ etc. , etc. ,+z+z'+etc.) 

O 

a n ( X m+Ym'+ Zm") ■ 


m+m'+ro" 
S 


m+rri+m” 


m+m’+ra"’ 

or m le premier membre n’est autre chose 
que la surface 'génératrice mhlti pliée par air 
/x+x'+ etc. ,4 -y+ÿ+ etc. ,+z+z'+ etc. > 


, c’est-à-dire par 


V. . m+m'+m" 

la circonférence que décrit son centre de gravité; 
interprétons le deuxième membre ; de l'équa- 

. . . , . S* S r S, Si+S r +S» 

tion fa) on conclut — = = — - = — - = 

m m m m+m +m 

s 

= — —r ainsi, à la place de ce dernier facteur on 

m+m+m 

peut mettre chacun des trois autres ; par conséquent 

g 

on peut remplacer les facteurs a n Xm 


m+m'+m' 


H » 
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m+m'+rri 


z "‘" 


S v s, 

- par HnXm — , 

m+m +m m 


S S 

a 7r Yro’ . 2 jt Tàtn" —7, ; c’est-à-dire que le deuxième 
m m. 1 

membre n'est autre chose que S»X2*X+S r X2 7rZ+ 
+ S, X27 vZ, ou bien la somme des surfaces par- 
tielles, chacune d’elles étant multipliée parla circon- 
férence que décrit son centre* de gravité; donc la 
somme des produits des surfaces partielles par les 
circonférences que décrivent leurs centres degravité, 
est égale à la surface totale multipliée par la circon- 
férence décrite par son centre de gravité. 

Si le chemin parcouru n’était pas une circonfé- 
rence, il suffirait de multiplier par le chemin par- 
couru au lieu de multiplier par 2 7r. Dans le cas où 
c’est un polygone qui tourne autour de l’axe, la dé- 
monstration est la même, seulement alors ar,a/, x', 
y,ÿ z,-z',z" représentent les distances à l’axe, des 
points d’intersection des côtés des polygones, et 
X Y Z les distances à l’axe des milieux ou des 
centres de gravité de’ ces côtés, et S x , S r , St les 
côtés eux-mêmes. Donc aussi. 

La somme des produits des côtés du polygone, 
par les chemins parcourus parleurs milieux ou leurs 
centres de gravité, est égale au contour du polygone 
multiplié par le chemin parcouru par son centre de 
gravité. 

Ce sont les deux principes sur lesquels reposent 
les démonstrations du théorème de Guldin. 

Examinons maintenant les méthodes employées 
dans les traités élémentaires de statique générale- 
ment adoptés pour l’enseignement. 
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Les traités tic statique les plus estimés sont ceux 
Je Monge et Poinsot. Ces deux ouvrages , qui dif- 
fèrent d’ailleurs [sous beaucoup de rapports à cause 
de la belle théorie des couples due à ce dernier, 
sont à peu près identiques en ce qui concerne les 
centres de gravité : ces deux auteurs ont fait usage • 
de la méthode connue sous le nom de méthode dei 
tranches ; seulement’ lé deuxième a donné pour le 
triangle et la pyramide, qui sont les élémens de tous 
les autres corps , une deuxième démonstration fondée 
sur les séries , qui par conséquent ne peut être re- 
gardée comme élémen taire, et doit être considérée 
comme une confirmation des résultats obtenus par la 
première. 11 semble d’après cela que M. Poinsot , 
tout en suivant la marche de ses prédécesseurs, a 
senti l’insuffisance de la première méthode , et la né- 
cessité de détruire le doute qu’elle doit laisser dans 
l’esprit de l’élève. Examinons cette méthode. 

Prenons le triangle pour exemple : on mène des 
lignes parallèles au côté pris pour base : deux de ces 
lignesinfiniment rapprochée^ interceptent un trapèze 
qu’on assimile à un parallélogramme qui a son centre 
de gravité sur la ligne menée du sommet au milieu 
de la base. En menant une infinité de lignes paral- 
lèles à la base, le triangle sera décomposé en paral- 
lélogrammes , qui tous auront leurs centres de gra- 
vité sur cette ligne, qui par conséquent contiendra 
celui du triangle ; mais dire que deux lignes parallèles 
interceptent un parallélogramme, c’est amener ces 
lignes à se confondre en une seule, et considérer le 
triangle comme formé de tels parallélogrammes , 
c’est annuler le petit triangle au sommet ; en un mot, 
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c’est considérer la surface d’un triangle comme com- 
posée de lignes : ce qui est absurde , en opposition 
avec toutes les notions acquises jusque-là. Un rai- 
sonnement analogue s’applique à la pyramide. Du 
reste , Monge ne cherche même pas à voiler le vice 
de cette méthode comme nous l’avons fait : il con- 
sidère le triangle et la pyramide comme composés 
d’élémens parallèles et semblables à la base. En ad- 
mettant de pareilles méthodes en géométrie , on pour- 
rait regarder comme évidensla plupart des théorèmes 
qu’on établit avec beaucoup de peine sur tout ce qui 
est relatif aux volumes : ainsi, une simple décomposi- 
tion nous amènerait à conclure qu un prisme est 
égal à sa base parla hauteur; mais on voit que cette 
conclusion serait tousse dans le cas de la pyramide ; 
du reste, nous allons montrer combien une telle mé- 
thode est dangereuse pour l’élève peu familier avec la . 
statique. 

Si du sommet C d’un triangle on mène des lignes Fig 
à tous les points delà base ab , le triangle sera dé- 
composé en une infinité de petits triangles qui se- 
. ront sensiblement des lignes droites ; ainsi le centre 
de gravité de leur système ou du triangle donné se 
trouvera sur la ligne de qui les divise en deux par- 
ties égales ; il se trouvera de même sur fc , /"étant le 
milieu de ab dont il sera au point e , résultat absurde. 
Notre raisonnement est faux; mais beaucoup dé- 
lèves ne s’apercevront pas qu’il pèche , en ce que 
nous composons le point C avec chaque point de la 
base. 

Considérons maintenant un cône droit : d’après les 
définitions géométriques, il est engendré par un 
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triangle rectangle tournant autour d'un des éÔtés de 
l’angle droit, tandis que l’hypoténuse engendre Sni 
surface; d’après cela, cette surface peut être consi- 
dérée comme composée de génératrices; ainsi son 
centre de gravité est celui du contour de la section 
parallèle à la,base, et faite par le milieu de l’axe , 

c’est-à-dire au milieu de l’axe, ce qui est faux. 

* , "iMVfin 

De même le volunje est formé d’une infinité de 

triangles générateurs,; ainsi le centre de gravité de ce 
volume est le même que celui du contour du cercle 
qui passe par les centres de gravité de tous ces 
triangles*, c’est-à-dire au tiers de l’axe à partir de la 
base ,*ce qui est encore faux. On parviendrait au • 
même résultat en faisant une infinité de sections 
suivant l’axe. 




M. Garnier et autres ont employé une méthode 
qui n’est autre chose que la précédente présentée dif- 
féremment. . ‘ ' .-S 


En effet , pour le triangle, par exemple, après 
avoir méfié une ligne du sommet au milieu de la- 
hase, le triangle se trouve divisé en deux autres qui • 
ont même hauteur et des bases égales, par consé- 
quent équivalant en surface Ou composé d’un même 
ncfmbre de points matériels, tels qu’en en prenant 
un dans un triangle, il en existe un semblablement 
placé dans l’autre par rapport à la ligne de construc- 
tion sur une parallèle à la' base. Ainsi chacun de ces 
systèmes ayant son centre de gravité sur la ligne 
menée du sommet au milieu de la base , cette der- 
nière contient le centre de gravité du triangle ; or , 
qui ne voit pas que cela revient tout-à-fait à diviser 
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la surface en élémcns parallèles à la base ; néanmoins 
ce mode nous parait préférable. 

Quelques auteurs ont voulu comme nous éviter ces 
considérations , et ont fait usage de l'absurde ; nous 
pensons qu’on ne doit employer ce genre de dé- 
monstration qu’avec beaucoup de réserve , comme 
étant tout-à-fait en opposition avec l’esprit de re- 
cherche. 

Enfin, M. Biot, dans son traité récent de statique, 
ne suit pas une mé|hode,unifonne} quand il n’emploie 
pas les limites, il a recours à 1 absurde ou à des 
transformations de figures ; nous avons parlé des deux 
premiers moyens; quant à ce dernier, outre qu’il 
entraîne dans de grandes longueurs , il repose sur 
des idées de transformations difficiles h saisir, peu 
élémentaires, et aoxquelles l'élève est encore toüt-à- 
fait étranger. ■ 1 » i un 
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Deux pyramides triangulaires de même hauteur et 
de bases équivalentes sont équivalentes. 

Eh effet, si on coupe chaque pyramide par un 
même nombre de plans parallèles aux bases et égale- 
ment distans deux à deux , ces plans détermineront 
dans chaque pyramide un même nombre de sections 
qui seront équivalentes deux à deux. Cela posé , si 
dans la première pyramide on construit des prismes 

.i i i î/ î . 

tels que chacun d eux ait 1 une des sections y compris 
la base pour base inférieure ; et si dans la deuxième 
on construit des prismes tels que chaque section soit 
la base supérieure de l'un d’eux , le nombre des pris- 
mes sera le même dans les deux pyramides, et ils 
seront équivalens deux à deux , excepté celui à la 
base de la première , et celui au sommât de la 
deüxièmé : donc la différence des deux sommes des 
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prismes sera la même que celle de ces deux prismes , 
et elle sera plus petite que toute quantité assignée , 
puisqu'on peut prendre la hauteur de chaque prisme 
aussi petite que l’on veut, et qu’ainsi chacun des 
prismes peut être plus petit que toute quantité assi- 
gnée et à fortiori leur différence. 

De plus , la première pyramide est plus petite que 
la somme de ses prismes , et le contraire a lieu pour 
la deuxième , ce qui montre que la différence des 
deux pyramides est moindre que celle des deux som- 
mes de prismes ; or, cette dernière est moindre que 
toute quantité donnée, donc celle des deux pyra- 
mides est nulle. Donc , etc. 

• Actuellement, si on construit sur une pyramide 
triangulaire donnée un prisme triangulaire de même 
hase et de même hauteur, ce prisme le décompose en • 
trois pyramides triangulaires de même hauteur et de 
hases équivalentes, dont la pyramideen question fait 
partie ; cette dernière est donc un tiers du prisme : 

Le prisme a pour mesure sa base par sa hauteur:* 
donc la pyramide triangulaire a pour mesure le tiers 
du produit de sa base par sa hauteur . . 

. ‘ ’ . . t.’îrwïJW 

* THÉORÈME. 

* ' IM « 

Le volume d’une pyramide triangulaire a pour 
mesure le produit de sa base par sa hauteur. 

Faisons passer par le milieu eide l’une de? arêtes f, g 
■sa un plan def parallèle à la base abc , et par le 
point e milieu de $b conduisons un autre plan egh 
parallèle à la face sac. Nous détacherons ainsi deux 


île 
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t 

pyramides sdef, \ egbh, dont les arêtes sont moitié de 
celles de la première. Le tronc'qui reste se décom- 
pose en un prisme triangulaire defgai, ayant pour 
mesuré agi X bo (so étant la hauteur), ce qui revient 
jiox ; abc = j so X abc , et en un autre prismei 
triangulaire cifhge , qui, étan^ la moitié du paralléli- 
pipède g - /, a pour mesure ko+ J abc = jrox abc , 



r , — — i j . 
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sentée par — XsoXabc , — ne peut pas être plus 


grand ni plus petit qu’un tiers; prouvons donc que 

m 

— ne peut pas. être égal à - 3 +k , quelque petite que 

soit la quantité b. • ' 

m ; ■ • . ! 

Si du produit — xsoxabc, on retranche^ soxabc, 

le reste* est le double delà pyramide dont les arêtes 
sont sous-doubles de celles de sabc et comme so = 
a sk et que abc — 4 def, il s’ensuit que so X, abc — 
8 sk + dfe, céqui fait que le double de la pyramide 
sdef est égal à 

™ 8skxdef—{8.skxd<f, 

Son volume est donc 

% •. • • > » , . , \\ 1 1 \ « v ... s i * * S « * .. 

i ' 1 ‘ï î'i i. ' . Vj • .i 

Ainsi de ce que la solidité de la première pyramide 
est une partie — du produit de sa base par sa hau- 
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teur, la solidité de la pyramide, dont les arêtes sont 
sous-doubles, est la partie^ — i de sa base par sa 


n 


4 m 


‘hauteur. Maintenant, puisque ^ — i est le qua- 


m 


druple de la fraction — moins l’unité, la solidité de 

* ’ fl - . . . * 

la pyramide, dont les arêtes sont sous-doublcs de 
celles de sdef, ou quatre fois plus petites que celles 
de sabc , est une partie du produit de sa base par 

• . ‘ 4 2,n , 

sa hauteur représentée par — 4 — 1 » et par 

suite la solidité de la pyramide, dont les arêtes sont ' 
aP .fois plus petites que celles de sabc , est un^ 
partie du produit de sa base par sa hauteur repré- 
sentée par 

. 4 Pm 


H 


4p——4p-*,...—4- 


et comme la partie négative est égale à 

4 ? — 1 4 P — * 


on a • 
4 p m 


4—i 


■ 4 p ~' — — * » 


4 p m 4 r — 1 

n 3 


Mais on doit avoir 

4 fm 4 P — 1 

• h 3 

dans le premier cas on a 


<>V 


4" m 4 P 1 , I - 4 P , * 

— < T - 5 +- < T +g, 


• • 
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et en divisant chaque membre <le cette inégalité par 
4 p , il vient . 


m^i i 

T < 3 + '647' , 


et comme p peut être aussi grand que l’on veut , il 
en résulte que —' y peut être plus petit que fc, ainsi 

est plus petit que \ + k : d’un £utre côté de 


4 Un 4 P — 1 ^ 1 
~n r” > 4 ’ 


on déduit 


4 f m ^ 4 f 1 i „ 4' > 

~ > T~ 3 + 4^1 7Ï' 


et en divisant les deux membres de l’inégalité par 
4 ' , on eu déduit , 

mii 

* n 3 ia-4'’ ’ 

on voit encore ici que — peut être plus petit 

que k, d’où il suit que y est plus grand que 7 — k , 
ce qu’il fallait démontrer. Donc , etc. 


• • 
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ALGEBRE. , 

Racine cubique . 

On sait que l'extraction de la racine carrée d’un 
nombre entier peut toujours se changer en division 
quand on a obtenu la moitié des chiffres de la racine. 
Nous allons démontrer que lorsqu’on a obtenu plus 
de la moitié des chiffres d’une racine cubique, on 
peut de même changer l’extraction en division, et 
obtenir l’autre partie de la racine en divisant le 
nombre donné moins le cube de la partie obtenue 
par le triple carré de cette même partie. 

Soit A le nombre donné, a la partie obtenue de la 
racine , b l’autre partie , » . 

A = [a+b)* = a'+ 3 a.' b + 3 b* a + V , 
d’où l’on tire 

A — a* Zb'a + b* 

ss- =i *-î^- 

il suffit donc de prouver que 
36*<x+fc* „ 

• • ST<'> 

or, cette quantité peut se mettre sous la forme de 



déplus , en supposant les chiffres de b les plus forts 
possibles , b -f i ne pourra jamais donner la moitié 
des chiffres de a, ou bien ce sera l’unité suivie de 
aéros , puisque a peut être considéré comme ayant 
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autant de chiffres que la racine : 6+ t élevé ait carré 
sera donc tout au plus égal à o y ainsi on a . 

(è+0* = b' + ib + i = ou <a , 
ou 

b' ^ a6+ i b' b 

-=<<! et par suite - < i — 

a a r a a 


d’après cela 

; (' ■ + n) <(■ + Â)(' - l)<'~l + T a - 5?< ■’ 

puisque^ < ce qu’il fallait démontrer.Done, etc. 


BINOME DE NEWTON 


Lorsqu’on élève un binôme à une puissance quel- 
conque , et que l’on ordonne cette puissance par rap- 
port au premier termé du binôme, on trouve, j° que 
dan $ chaque terme l’exposant du premier terme du 
binôme est -égal à la puissance de ce binôme dimi- 
nuée du nombre de termes qui précèdent ctlui que 
l’on considère ; a° que le deuxième terme du binôme 
est élevé à la puissance marquée par le nombre de 
termes précédées : 3° que son coefficcot est égal à 
celui du terme précédent multiplié par l’exposant 
que le premier terme du binôme a dans ce terme 
précédent, ce produit étant divisé par le nombre de 
termes qui précèdent celui dont on forme le coeffi- 
cient i ainsi, si on élève le binôme x + a à la puis- 
sance m , on trouve : 

t v 

(.r+fl)" = x» + max 1 *-' + , 

3 • 
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Pour démontrer cette formule, quelle que soit la 
puissance du binôme (x + a ) (m étant' entier et posi- 
tif) , il suffit de prouver que de ce'qu’elle est vraie 
pour une puissance indéterminée numériquement, 
elle l’est aussi pour cette puissance augmentée d’une 
unité , car (as -f a) *= x’-f- 2 acc + a ainsi la règle 
se trouvant vérifiée pour la deuxième puissance , elle 
s’étendra à toutes les autres. 

Je suppose donc qu’elle soit vraie pour la puis- 
sance m dex+a, en prenant trois termes successifs 
et de rang indéterminé de cette puissance, le pre- 
mier étant pa n x m— ", les deux autres seront visible- 
ment 

fm — n\ / m — n\ /rn — n — 1\ 

p\ W*+ 1 x m ~ 1 , p ( » )æ« + ’r*"" 

\«+i/ V«+« 7\ 

or, en multipliant la puissance m par x + a pour 
avoir la puissance m 4-1, les seuls termes du produit 
que renfermeront la puissance m — n de x,- pro- 
viendront de pa " xT ~ * x û , et de 

P ( ~Z~) a " + ' X x , 

v «+1 J 

et ces deux termes se réduisent à ■ 




p ( — — ' ^ a n + 1 x. m — * 

\n + i/ 


de même les deux termes du produit qui reuferme- 
ront , 


et 



(m — n\ 

P 1 

1 a 1 


,m-n> 

\ (m~-n — 

\ «+i ) 

1 \ «+2 


a -f. 1 j a * 




;* X X : 

8 


. & 
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ces deux termes se réduisent à 



on voit que ces deux termes résultans sont deux 
termes consécutifs quelconquesdela puissance m-H, 
et qu’ils se déduisent l’un de l’autre d’après la règle 
énpncée , ce qu’il fallait démontrer. Donc , etc. 

Il est évident que pour avoir le développement 
de (x — «) ” , il faut dans celui de (x + a) m changer les 
signes des termes#le rang pair : s’il s’agissait de 
( a — «x) m = ( — x + a) m , il faudrait changer les signes 
des termes de rang pair ou impair ÿelon que m est 
pair ou impair : enfin ( — x — a ) m — — (x + a)" =5 — 
1 " (x+o) ”, ce qui indique que pour avoir le déve- 
loppement dont il s’agit, il suffit d'obtenir celui de 
(x+ a) m lorsque m est pair, et qûe lorsque m est 
impair, on passe du développement de (x+a)” à ce- 
lui de (— x — a) m en changeant les signes de tous les 
termes. .-.•<• * 

Le coefficient général du binôme est un nombre 
entier. . • . 

i En effet, la série générale dera termes étant 


m ( m+i ) (m+a) ( ) m+n — 1 ) 

i»s»3...*«. ..a 

il suffit de prouver qu’un facteur premier quelconque 
du dénominateur est autant de fois facteur dans le 
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numérateur que dans le dénominateur : d'abord, il 
est évident que ce facteur premier est un des termes 
du dénominateur ; soit p ce facteur, il est précédé 
de />— i termes et ne peut être supérieur à n , divi- 
sons m par p , appelons q Je quotient et rie reste : 
si à m j’ajoute p — r, le résultat m+p — r estdivisible 
par j?, se trouve dans le numérateur, et de plus il y 
a au moins autant de termes entre m + p — r et m + 
n — i qu’entre p et », puisque dans le cas le plus 
défavorable où r=» » , ce terme est le facteur du nu- 
mérateur correspondant kp: supposons que le déno- 
minateur renferme p , 2 p...... n'p , n!p étant lé plus 

fort multi pie de p. m+p — r étant divisible par p , 

il en est de même de m + 2p — r , m + 3 p — r 

m + n'p — r , il suffit donc de faire voir que tous ces 
facteurs font partie delà série du numérateur, ou 
bien que m 4- n'p — r ne peut pas être supérieur k 
m + n — 1 , ce qui est évident , car n’p n et r ne 
saurait être inférieur k 1. 

Cependant il pourrait arriver que r — o , mais 
alors/» divise p , et il suffit de prouver que le numé- 
rateur renferme les facteurs m , m +p , m + 2 p.... 
/»+(»'■ — i)p ou que m ( n ' — 1 ) p est inférieur à m + 
n — 1 , ce quia lieu puisque n'p < n. , 

Nous allons démontrer maintenant que la formule 
du binôme s’applique aux cas où ni n’est pas un : 
nombre entier positif. 

Soient 

’i ' .1 1 « ■ *" 

x" + max n -‘ + +«’*, ! x* + nax'-'—* ..„* + »* ' 

deux polÿttomes fonctions de x et de a \ et dévelop- 
pés suivant la formule du bÎDomé dans le cas où m et 


.( »* 6 ) 

n sont entiers : si on les multiplie, la forme du pro- 
duit sera la même, quels que soient m etn; or, 
lorsque m et n sont entiers , le premier polynôme 
devient (x + a) m , et le deuxième (x + a) ", et leur 
produit (x + n)’ n ■*■ |, ; il en serait de même si l’on mul- 
tipliait un plus grand nombre de polynômes : ainsi, 
pour former leur produit, il suffit de remplacer l’in- 
dice du premier par cet indice augmenté de la somme 
de tous les autres ; si l’on suppose tous ces poly- 
nômes égaux entre eux, alors le produit deviendra 
une puissance de l’un d’eux marquée par leur nom- 
bre ; ce qui montre que pour élever un de ces poly- 
nômes à une puissance, il faut remplacer son indice 
par ce même indice multiplié par le degré de la puis- 
sance; et par suite pour en extraire une racine, il 
faut diviser son indice par le degré de la racine s 
mais , lorsque m est entier , le premier polynôme est 

•n ni 

P * P 

(x + a) m , et sa racine p est (x + a) ■ ainsi ( x+ a ) 
n’est autre chose que ce que devient le développe- 
ment de ( x+ a) ", quand on remplace m par — „• 

m 

donc (x + a/ se développe comme (x + a) m , donc 
la règle est applicable. à l'exposant fractionnaire et 
positif. 

De même que pour former le produit de deux 
polynômes, il faut augmenter l’indice du premier de 
celui du deuxième ; de même pour diviser deux po- 
lynômes , il faut remplacer l’;ndice du premier par la 
différence des indices. Mais'si l’un est (x+a)" et 
l’autre (x + a ) ,m , le quotient du premier par le 


» 
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deuxième est (x+ a )“ m , ainsi (x + a) m n’est autre 
chose que ce que devient ( x + a ) m en remplaçant ni 
par m — 2 m ou par — m ; de plus m est ici entier 
ou fractionnaire, donc la formule est encore appli- 
cable à un exposant négatif entier ou fractionnaire. 1 
Dans la formule du binôme à exposant positif, 
on a toujours m > n[m étant la puissance et n le 
nombre des termes) , car dans cette formule qui est 
finie m est constant et n variable , et la plus grande 
valeur que l’on puisse donner à n est n = m, car 
dans le terme général , si l’on fait n — m + 1 , ce 
terme est nul; mais si l’exposant est négatif, il ar- 
rive qu’après un certain nombre de termes n devient 
plus grand que m, car m étant constant et n va- 
riable, et la formule étant infinie , il arrivera néces- 
sairement que n deviendra plus grand que m. 

Celte remarque donne lieu à une simplification 
dans le terme général; en effet, prenons le terme 
général 

m (m+t) (w+q) ( ) (m+n—i) J, ■!;'> 

i.a.3 . ..... n * 

lorsque n est plus grand que m, il se change évi- 
demment en • 

m (m+i) (m+2) ( ) X n (n-H) (rt+a) ( ) ( n+m — i) 

i.a.3 m — iXm (m+0 (»»+2) ( ) (/i) ’ 

d’où en supprimant les facteur communs aux deux . 
termes , il vient 

n (n+i) (n+2) ( ) ( n+m — 1) 

ï.a.3 [m— 1) 

résultat remarquable. 
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Nous avons vu que dans le cas où l’exposant est 
un nombre entier positif, le coefficient général du 
binôme est un nombre entier : de plus, lorsque cet 
exposant est un nombre premier , lê coefficient géné- 
ral est un multiple de l’exposant , en ellèt : 

Le terme général étant 

. m{m — i)(/7i — a) ( ) [m — n — i) 


1.2.3 

» ;T. J * 


n 


et m étant an nombre premier, il s’ensuit que m est 
premier avec chacun des facteurs du dénominateur 
par suite avec leur produit : nous savons en outre 
que le coefficient général est un nombre entier, ce 
qui exige que le facteur 

( m — 0 (n* — a )( ) ( m — » — «) . . 

' —————————————— 9 

1 «2«<i • 4 ' • it • f • • .A . * 

soit lui-même entier, ce qui revient à dire que le 
terme général est un multiple de m. 

La formule du binôme peut être mise sous la 

forme de . 

| a [m— 0 a ’ > 

j i +m 1 -m. — ; 4- ... 

t 3: i or 


cette série peut être employée à obtenir les racines 
des nombres par approximation. 

Il faut prouver pour cela que la série est conver- 
gente, c’est-à-dire que les termes vont eu diminuant; 

or , dans ce casx >a etm< i par suite a i y 

m < i , il suffit donc de démontrer qu’un facteur 
quelconque de la forme • 


m — n - M 


< ». 
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et en effet : soit m = - , alors 

q , - i . . ■ . : 

m — n+i p — qn+q .p ( n : — i) 

ru ~ qn • ~~ qn , n ' 

d’après cela les coefficients delà forment, T ~^~ — -etc., 


deviennent. 






? ? 


-, etc.; 


ou 


p,p^pj=i t p^e=x^pipi t etc „ 

q q %q q iq $q 


ce qui montre que la série est convergente, et que 
chaque coefficient est égal à celui <jui le précède , 
multiplié parle numérateur de l’exposant , diminué 
d’autant de fois le dénominateur qu’il y a de termes 
moins un qui le précèdent , et divisé par ce dépomw 
nateur pris autant de fois qu’il y a de termes qui le 
précèdent : dans l’extraction des racines^?— i. , 
De la formule du binôme on déduit sans difficulté 
f m — i 

a m a= i 4. m + m ^ — - — J -f etc. 

D’après cela m étant le nombre des diviseurs sinj- 
ples d’un nombre, le nombre de ses diviseurs com- 
posés est 2 m — (m-f i ) , résultat remarquable. 

• De même m étant le nombre des facteurs premiers 
d'un nombre donné , on prouve sans difficulté que 

2. m * 1 

= a m ~ " représente le nombre de manières de 

décomposer ce nombre en deux facteurs prejniers 
entre eux. 
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Enfin une autre conséquence fie cette formule , 
c’est que x m — a m est divisible par x — a." 

RÈGLE DE- DESCARTB6. 

Une équation a au moins autant de variations que 
de racines positives, et autant de permanences que 
de racines négatives. 

Soit X = jc"* + A x m ~' + +k— o l’équa- 

tion générale du degré m et ordonnée suivant les 
puissances décroissantes de x : pour démontrer la 
première partie du théorème , il suffit de faire voir 
que si l’on multiplie le premier membre de l’équa- 
tion par un facteur x — a, le produit renfermera au 
moins une variation de plus. 

En effet : px m ~ n t qx m ~’'~' étant deux termes 
d’une variation et de rang indéterminé ; si l’on ef- 
fectue le produit indiqué , le premier terme sera 
ar* + «. e [ ] es se uls termes de ce produit qui renfer- 
meront x" - " seront px M ~" x ( — a) cl qo^~ n ~ t 
X x : ces déuï tefmes sç réduisent à un seul 
(q — ap) x m ~*; or q et p étant de signes contraires, il 
en résulte que ( q — ap) est de même signe que q : 
d’après cela, le premier terme du produit est de 
mêipe signe que le premier terme du polynôme 
donné; et de plus, chaque terme de ce produit qui 
correspond au dernier terme d’une variation est de 
même signe que ce terme : d’où l’on conclut déjà que 
parmi les termes du produit qui correspondent à 
ceux du polynôme donné, il y a au moins autant de 
variations que dans ce dernier : mais en outre le 
produit renferme un terme de plus — ak provenant 
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de Ax( — a) et qui est de signe contraire à A, ce qui 
introduit une variation de plus, puisque le terme 
précédent est de même signe que le dernier terme k 
de l’équation donnée. Donc, etc. 

On démontrerait d’une manière analogue qu’en 
multipliant l’équation donnée p^r un facteur de la 
forme (.r+a), on introduit au moins une perma- 
nence de plus, ce qui établit la deuxième partie du 
théorème. 

La règle précédente fournit le moyen de recon- 
naître dans plusieurs , cas si une équation renferme 
des racines imaginaires. 

i° Une équation a des racines imaginaires si elle 
manque de certains termes , et si en même temps les 
deux équations qu’on obtient en mettant + o et — o 
à la place des termes qui manquent, nont pas le 
même nombre de variations et de permanences , ce 
qui a toujours lieu lorsqu’un terme nul est compris 
entre deux autres de même signe, ou lorsque deux 
termes consécutifs sont nuis. l 

a° Soit X = o l’équation donnée et X =o celle 
qui a pour racines les racines de la première prises 
avec des signes contraires : le nombre de variations 
de X est la limite supérieure du nombre des racines 
positives de celte équation , et le nombre des varia- 
tions de X’ est la limite du nombre des racines né- 
gatives de X : ainsi, lorsque le nombre total des 
variations de X çt X! est moindre que le degré de 
X = o, cette équation a des racines imaginaires ; 
i], en est évidemment de même à l’égard du nombre 
total de permanences des deux équations. 

D’un autre côté les variations ne pouvant appar- 
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tenir qu'à des racines positives ou imaginaires , et les 
permanences à des racines négatives ou imaginaires, 
il s’ensuit encore que l’équation X = o aura des ra- 
cines imaginaires si le nombre total de variations ou 
de permanences des deux équations X = o X' = o 
surpasse le degré de X = o : l’on peut encore assurer 
qu’une équation n’a pas de racines imaginaires lors- 
que son degré diminué du nombre des racines réelles 
donne un nombre impair. 

Plus généralement une équation ne peut pas avoir 
une seule espèce de racines imaginaires égales , puis- 
que lorsqu’une équation renferme n fois une racine 
a+b \/—i, elle renferme aussi «.fois a — b ]/~it 
en retenant bien cette dernière observation , on peut 
conclure qu’une équation ne peut pas avoir un 
nombre impair d’espèces de racines égales imagi- 
naires ni un nombre pair d’espèces, à moins que 
chacune de çes racines n’entre le même nombre de 
fois, aumoiusdans deux espèces différentes. D’après 
cela, i° une équation du troisième degré ne peut 
pas avoir des racines imaginaires égales ; 2 ° une 
équation du quatrième degré ne peut pas en avoir, à 
moins qu elle ne soit un carré; 3° une équation ducin- 
quième degré ne peut en avoir que dansle cas où elle 
en a de deux espèces, chacune d’elles y entrant deux 
fois et pas du tout si elle est débarrassée de ses ra- 
cines commensurables; 4° une équation du sixième 
degré ne peut avoir que deux espèces de racines 
imaginaires égales, chacune y entrant trois fois et 
alors elle est un carré ou de deux espèces chacune^y 
entrant deux fois; 5° une équation du septième degré 
ne peut avoir que deux espèces de racines imagi- 


Digitized by Google 


■ ( 123 ) 

naires égales chacune d’elles y entrant Jeux fois ou 
trois fois, et elle ne peut pas rentrer dans le premier 
cas lorsqu’on suppose l’absence des racines comhaen- 
surables ainsi de suite. . 

De ce que l’équation au carré des différences n’a 
que des permanences, il ne s’ensuit pas que l’équa^ 
tron donnée ëfe pas de racines réelles ; mais on peut 
évidemment ronclure de cette circonstance quelle ne 
peut en avoir qu’une et négative ; ainsi dans le cas où; 
l’équation sera de degré pair et aura son dernier 1 
terme positif, toutes ses racines seront imaginaires. 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

* S 

Lignes du deuxième degré. 

Lorsqu'on suppose que x et y désignent les coor- 
données d’un point par rapport à deux axes donnés 
de position , l'équation la plus générale du premier 
degré à deux inconnues X et y détermine une infinité 
de points situés sur une ligne droite; et réciproque- . 
ment si des points sont en lignes droites, la relation 
entre les coordonnées x } y de l’un de ces points est 
une équation du premier degré entre# et y : d’après 
cela une équation^x,^) = o, qui n’est pas du pre- 
mier degré, détermine une série de points qui, ne 
pouvant être en ligne droite, forment une ligne 
courbe, lieu géométrique de celte éqnation. Le degré 
de l’équation détermine le degré de la ligne : sous ce 
*. point de vue, les lignes déterminées par une équa- 
tion du deuxième degré sont des lignes du deuxième 
degré ou des courbes du premier ordre. 
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Toute droite qui coupe une courbe se nomme une 
sécante. Lorsqu’une droite rencontre une courbe en 
deux points , la partie de cette droite comprise dans 
la courbe est une corde,. La ligne qui passe par les 
milieux d’ùne infinité de cordes parallèles est un 
diamètre. Le centre est un point où toutes les cordes 
qui passent par ce point sont diviséeypa deux par- 
ties égales. Quand les deux points aintersection 
d’une droite avec une courbe se réunissent en seul , 
la droite est tangente à la courbe, et ce point se 
nomme point de tangence. . 

Deux lignes sont asymptotes l’une de l'autre, lors- 
que , ne pouvant se rencontrer qu’à l’infini , elles se 
rapprochent constamment de manière que leur dis- 
tance peut devenir moindre que toute quantité 
donnée. 

On appelle foyer d’une courbe un point tel que sa 
distance à un point quelconque de cette courbe, est 
une fonction rationnelle et finie de l’abscisse. 

Deux droites menées d’un point quelconque d’une 
courbe aux extrémités d’un même diamètre se nom- 
ment cordes supplémentaires. 

EnGn on appelle diamètres conjugués des dia- 
mètres tels que chacun d'eux divise en deux parties 
égales les cordes parallèles à l’autre. 

Cela posé , dans ce qui va suivre nous supposerons 
que l’on sait que B* — 4 A c < o est le caractère de 
Y ellipse , B'— 4Ac=o celui de la parabole et B’ — 4Ac. 

> o celui de Y hyperbole, et que l’on connaît en outre 
les variétés de la courbe dans ces trois cas. "* 
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Discussion de l’équation générale du deuxième 
deeré à deux indéterminées. 

L’équation générale du deuxième degré est 
Ay +Bxy + Cx* + Djr + E x + F;= o , 
en la résolvant par rapport ay, il vient 
Bx+D 


y~- 


— — ± ~ y/ (B’ — — aAEjor+I)’— 4 AF^ 


Cette valeur se compose d’une partie rationnelle^ = 
B jt+I) et j’ une p ar ti e radicale ; si dans la partie 


2 A 


rationnelle on remplace x par une valeur quelconque, 
on aura la valeur correspondante dey qui appar- 
Bx+D 


tient a y- 


2A 


, et pour passer de cette ordonnée 


à celle de la courbe, il suffira d’ajouter et de retran- 
cher de la première la quantité radicale : à la même 
abscisse correspondent donc deux ordonnées de la 
courbe, et de plus l’extrémité de l’ordonnée^ - = — 

Bx+ n , , ,, ,• , , 

— ^ -est egalement eloignee des extrémités des 

deux ordonnées dé la courbe, et divise par suite en 
deux parties égales les lignes parallèles à l’axe des y 
qui joignent deux points correspondans de la co t urbe ; 

si dans la partie y = — + P . on donne à x diflfé- 

2 A i . 

rentes valeurs, les extrémités des ordonnées corres- 
pondantes jouiront de la même propriété : or, les 
extrémités de ces ordonnées sont sur la même ligne 


droite, dont l’équation est y = 


Bx + D- 

2 A 


ainsi 
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cetle ligne est uu diamètre, car elle divise en deux 
parties égales toutes les cordes parallèles à l’axe des 
y ; on voit en outre que ce diamètre divise la courbe 
en deux parties symétriques. 

Au lieu de chercher les courbes données par l’é- 
quation générale, voyons dans quel cas elle n’en 
donne pas. Cela aura évidemment lieu lorsque la 
quunlité sous le radical sera négative ; or , on peut la 
mettre sons la forme . sv 



(B*— 4AC) 



BD— i\E 
B*-4AC 



D'— 4,\F\ 
b'—^\b)' 


et elle remplira la condition exigée si B’ — 4^-C 
étant négatif, la quantité entre parenthèses est posi- 
tive pour toutes les videurs de x } ce*qui exige que 
ses racines soient imaginaires : en égalant cette der- 
nière à zéro , il vient 


BD— 2 AE % / 7 BD— aAE y U’— 4 AF 

X ~ B*— 4AC “V 1 B*— 4AC j B — 4 AC ’ 

pour que ces racines soient imaginaires, il faut que 
la quantité sous le radical soit négative, c’est-à-dire 
jque D’ — 4 AF soi 1 négatif ou de même signe que 
B* — 4 AC,, et que de plus on ait 

(B’— 4AC) (D*— 4AF) > (BD— aAE)\ * 


puisque le dernier membre de cette inégalité est 
toujours positif : en effectuant il vient , toutes ré- 
ductions faites , 

4 A ( AEM-C D ’4 FB’— BDE— 4 ACF) <0(1): 

• * /% * f • ' ' 

telle est la condition, pour que l’équation ne repré- 
sente pas de courbe; on aurait pu résoudre l’équation 


4 


Digitized by Google 


( *27 ) 


par rapport à x ; la valeur de x se déduit de celle de 
y en changeant Aen G et D en E, en sorte qu’elle est 

x = — 4 AC)y+ 2 (iiE— aCÜ^+F’— 4CF. 

Jt îli 


On voit comme précédemment que la partie ration- 
nelle est un diamètre , et que sous le radical le coeffi- 
cient du carré de la variable n’a pas changé ; celte 
valeur présent^ donc les mêmes circonstances que la 
première, et l’on trouverait, par une analyse entière- 
ment semblable à la' précédente, que l’équation ne 
représente pas de courbe lorsqu on a 

( 2 ) 4C (A E’+CD’+F B’ — B DE— 4 ACF) < o, 

dans cette inégalité et dans (i) la quantité entre pa- 
renthèses est la même : en la représentant par p il 
vient 4 Ap<o, 4Çp< o quantités qui ne diffèrent 
que par A et C. 

Comme nous le savons B* — 4 AC < o est le ca- 
ractère de l’ellipse , ce qui exige que A et C soient de 
même signe : ainsi les radicaux des valeurs de x et y 
sont réels ou imaginaires eu même tcmpsr pour qu’ils 
soient réels il faut que 4 Ap et 4 Cp soient positifs , 
il fautt donc aussi quep soit positif. Cette analyse 
montre que la courbe ne peut exister sans couper ses 
deux diamètres, que si elle n!a pas d’intersection 
avec l’un , elle n’en aura pas avec l’autre et n’existera 
pas. 

Il résulte du caractère de l’ellipse qu’on peut avoir 
B = o pourvu que A et C soient *de même signe, 
alors les diamètres sont parallèles aux axes : déplus , 
ils ne peuvent être à angle droit qu’autant que B est 


( ,a8) 

nul , car autrement les équations de ces diamètres 

Bx + D , aC x -H E 

etantjK ^~,J = jj on aurait 

. . .îBC 

pour condition de leur perpendicularité ~ "^ A + »=<>* 

d’où A = — C et la condition B’ — 4 AC < onese- 
‘ rait plus remplie. On peut démontrer cela d’une 
autre manière , en effet : en' prenant l’angle des dia- 
mètres dans le cas des axes rectangulaires dn trouve 
I facilement pour l’expression de cette tangente 

B* / AC ' * , • ' » 

— - , et dans le cas de l’ellipse cette tangente 
a B (A + C) ’ . . , p 

né peut être infinie que pour B =0. 

• Si l’on avait B’ — ^ 4 AC = o q.ui estle caractère de 
la parabole , la tangente serait nulle ; il résulte de là 
que dans la parabole tous les diamètres sont paral- 
lèles ; la condition B’ — 4 AC = o peut être satis- 
faite pour B =o et A = o ou C — o, et alors la tan- 
gente affecte la forme ^ résultat qui n’est point 
cpntradictoire avec le précédent, puisque zéro peut 
être égal à l’indéterminé. • t 

Lorsque B’— 4 AC > O l’équation Représente une 
hyperbole ; or , le caractère hyperbolique peut*avoir 
lieu pour B = o, ce qui exige que A et C- soient de 
lignes contraires alors les diamètres sont, à angle 
droit ; avec B = o on peut avoir A = — C , alors les 
diamètres sont encore à angle droit, et la courbe est 
une hyperbole équilatère comme on le verra : le ca- 
ractère hyperbolique serait encore compatible avec 
les hypothèses A = o ou C = o. et C •= B ou A = B., 
et alors la tangente serait égale à f , expression re- 
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marquable, en ce qu’elle est indépendante de la va- 
leur numérique des coefficiens. 

Il resterait à voir maintenant en quoi se modifient 
ces formules, lorsqu’on suppose les axes quel- 
conques : la tangente se présente alors sous la forme 

(B* — 4AC) sin. a 
(B” — 4a — (A+(j) 

Nous n’entrerons point dans le détail des supposi- 
tions que l’on pourrait faire : cela n’ofïre aucune dif- 
ficulté. 

Si dans la valeur de y prise de l’équation générale 
on suppose imaginaires les racines x\ x" delà quan- 
tité radicale, alors la courbe peut ne pas couper le 
diamètre que détermine la partie rationnelle ( nous 
discutons le cas de B’ — 4 AC o' ; cependant , 
comme le trinôme facteur de B a — 4 AC sous le radi- 
cal dans la formule générale des valeurs dejy, ne peut 
changer de signe, et qu’il prend alors celui de 
B’ — 4 AC , le radical reste réel pour toutes les va- 
leurs de x, la courbe existe donc : dans le cas de l’el- 
lipse les racines x\x", y y" sont réelles ou imaginaires 
en même temps : la même chose n’a pas nécessaire- 
ment lieu dans le cas de l’hyperbole, car en reprenant 
les expressions 4 A p, 4Ç/>, dont on sait que le signe 
détermine la réalitéoul’imaginarité de x\x' , y' \y " , 
on en conclura que lorsque les coefficiens A et C ont 
le même signe , les racines sont réelles ou imagi- 
naires en même temps, et que lorsqu’ils sont de 
signes contraires, les racines x 1 x” sont réelles, tan- 
disque y y" sont imaginaires, et réciproquement : 
cela explique comment l’hyperbole en défaut d’in- 

£> 
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tcrsection avec l’un de ses diamètres peut en avoir 
avec l’autre, et comment elle peut exister sans les 
couper ni l’un ni l'autre: on voit aussi que sous la 
relation B’ — 4AC>0 l’équation représente toujours 
quelque chose. 

On peut remarquer encore que sous la relation 
D’ — 4 AF > o l’équation générale représente tou- 
jours quelque chose : en effet, d’abord il est inutile 
de considérer le cas de B’ — 4 AC > o , puisque 
nous savons qu’alors la courbe n’est jamais imagi- 
naire : dans le cas de B’ — 4 AC ■< o, on sait que la 
courbe ne peut être réelle que pour 

(BD— aAE)’— (B*— 4AC) (D’— 4AF) > o , 

condition qui sera toujours satisfaite lorsque D’ - — 
4 A F sera positif : enfin dans l’hypothèse B’ — 
4 AC = o, la courbe est une parabole qui est tou- 
jours réelle, mais on peut avoir en même temps 
BD — a AE = o , auquel cas la valeur de y est 
y = ± [/&—■ 4 AF : ainsi les deux droites paral- 
lèles que représente cette équation sont toujours 
réelles lorsque D’ — 4 AF O o. 

Cherchons maintenant les conditions pour que 
l’équation générale représente deux droites qui se 
coupent. 11 est évident que dans ce cas la quantité 
radicale 

[/ (B 1 — 4AC) x'+2 (BD— aAE) 4AF, 

doit être un carré : on doit donc avoir pour pre- 
mière condition B’ — 4 AC > o ; alors le premier 
terme de la racine est 

x Vw— 4AC ; 
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BD— aAE 
\/Vr— 4AC ’ 


d’où il suit pour deuxième condition 


( 


BD— aAE 
V/B’— 4AC 


)' 


= U’ — ou 


/BD — aAE 
V B‘— 4AC 



D— 4AFi 
B— 4 AO’ 


telles sont les conditions nécessaires et suffisantes. 
Ge qu'il y a de remarquable , c’est que ces deux 
droites seraient les asymptotes de l'hyperbole , si 
cette courbe existait , ou plutôt l’hyperbole se trans- 
forme en quelque sorte en ses asymptotes ; en effet , 
si dans la valeur de y pn remplace D’ — 4 AF par 83 
valeur , il vient 


y—- 

y—-- 


Bar+D 


i * ,. n f BD— aAE y 

•iX — iÂV B-4AC ( x+ B‘_4A0 ) • 

5^5 ± 4 (x i^=î^ + . 

aA aA V |/B>— 4A0/ 


or, ce sont précisément là les équations des asymp- 
totes comme nous le verrons en son lieu. 

Exprimons enfin que l’équation générale est un 
carré. Si elle remplit la condition demandée, elle 
sera le carré d’une quantité de la forme ax + by + d, 
çn sorte qu’on aura l’identité 

Ay’+Bo^+Car’+Dy+Ex+F = a'x' J r iabxy-\-b'y'+ibdy+ 
a adx+d* , 

d’où 

A=b', C =a\ B=a ab, D= 2 bd, E = 2 ad, V=cP, 


en sorte qu’en éliminant a, A, /feutre ces équations 
on a 


B’ — 4AC=o, D’— 4 AF=o, et E>— 4 GF- 0 , 
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ce qui exige que A, C, F soient.de même signe, et 
que la courbe soit primitivement du genre de la pa- 
rabole. On voit d’après ce qui précède que la pre- 
mière condition emporte les deux autres. 

Fig. 19. En supposant B’ — 4 AC < o , on trouve dans la 
discussion générale une courbe fermée et comprise 
dans un parallélogramme az z' b' ( Reynaud ) : ha , 
hb sont les plus grandes valeur # dey qui correspon- 
dent à des valeurs réelles des x , et de même A p\ A p" 
sont les abscisses au delà desquelles la courbe est 
imaginaire : les droites az , bz ' , p k,p" k' sont donc 
des tangentes à la courbe : le parallélogramme 
kk! s s' est circonscrit , et par suite la plus grande or- 
donnée de la courbe est celle du centre, si je prouve 
que c étant le milieu dep'p" , Repasse parle centre, 
ce qui a lieu, car les points d , e, r' t J ' étant les mi- 
lieux des côtés du parallélogramme kK ss', ce parallé- 
logramme se compose de quatre parallélogrammes 
égaux , ainsi les droites d r", de se coupent en parties 
égales au point o : or, r' r" est un diamètre , donc le 
point o est le centre de la courbe dont de est aussi un 
diamètre, et de, ? r' forment un système de dia- 
mètres conjugés. 

x , y étant les abscisses du centre, et posant 
x'=A p', x"-A p", 

on a 

x'+x " y+y 

x = , y = , 

2 1 

cela est évident. • 

J’observe maintenant que si l’on donne une nou- 
velle inclinaison à l’axe des abscisses , les côtés p' k , 


Digitized by Google 


( >33 ) 

p" h' du parallélogramme conserveront leur grandeur 
et leur direction , en sorte que le nouveau parallélo- 
gramme circonscrit sera équivalent au premier , 
comme ayant bases égales et même hauteur. Si après 
cela on fait varier l’inclinaison de l’axe des y , les 
deux autres côtés du parallélogramme conserveront 
leur grandeur , leur parallélisme et leur distance, et 
le nouveau parallélogramme circonscrit sera équiva- 
lent, par les mêmes raisons, au précédent et par 
suite au premier : or, le dernier parallélogramme 
obtenu est celui qui serait résulté en faisant varier 
les deux axes de coordonnées : donc les parallélo- 
grammes construits sur les diamètres conjugués , 04 
les parallélogrammes conjugués , sont èquivalens 
entre eux et au rectangle des axes. 

On-voit aussi que les lignes qui joignent les points 
de tangence de deux tangentes parallèles sont des 
diamètres , et réciproquement, les tangentes aux- ex- 
trémités d’un diamètre sont parallèles; 

Toutes les diagonales des parallélogrammes ciN- 
conscrits passant par le centre de l’ellipse et y étant 
divisées en deux parties égales, sontdes diamètres de 
l’ellipse; de plus, il est évident que les diagonales 
d’un même parallélogramme sont deux diamètres 
conjugués : ainsi l’ellipse aune infinité de diamètres 
conjugués . 

Le rectangle étant le seul parallélogramme dont les 
diagonales sont égales, il en résulte : que l’ellipse n’a 
qu’un seul système de diamètres conjugués égaux , 
qui sont précisément les diagonales du rectangle 
formé sur les axes. 

On voit enfin , d’après ce qui précède , que si les 
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côtés du parallélogramme se mouvaient en restant 
tangens à l’ellipse , le sommet décrirait une ellipse 
concentrique et semblable à la première. 

Les parallélogrammes que nous venons de consi- 
dérer étant inscrits dans l’ellipse que décrit le som- 
met de l’un d’eux , et les diagonales étant des dia- 
mètres conjugués de cette dernière, on peut en 
conclure que dans l’ellipse les parallélogrammes con- 
jugés inscrits ,■ c’est-à-dire formés en joignant les 
extrémÿqf de deux diamètres conjugués , sont équi- 
valentes entre eux. 

Les mêmes considérations prouvent que, dans l’el- 
lipse, la somme des carrés de deux diamètres conju- 
gés est égale au douille de la somme des carrés des 
cordes qui joignent l’extrémité de l’un des diamètres 
aux deux extrémités de l’autre ; et comme la somme 
des carrés de deux diamètres conjugués est constante, 
on déduit que la même chose a lieu pour la somme 
des carrés des cordes qui joignent les extrémités d’un 
diamètre à celles de son conjugué. 

Nous n’insisterons pas davantage sur cet objet ; 
nous avons voulu seulement montrer comment la 
discussion générale pouvait amener à la démonstra- 
tion des principales propriétés des courbes. 

On pourra appliquer ce qui précède au cas de 
l’hyperbole. 


.*#• à*- 
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MÉTHODE DES TANGENTES 


Trouver i° l’équation d’une tangente à une courbe 
du premier ordre ; a° celle de la sous-tangente ; 3° de 
la normale; 4° de la sous-normale. 

L’équation d’une sécante quelconque à une ligne 


dont les coordonnées sont x' y , x" y", on a Ay’*+ 
+Bx'/+Cx '+ D/+ Ex’+ F= o , A y"'+ B x"y + Cx"’+ 
Dy"+ Ex’’+ F= o , retranchant ces deux équations 
l’une de l’autre, il vient A [y"'—y') + B{x"y" — xy) + 
+G (x"’ — x' 1 ) D { y — y) + E (x" — x!) = o , ou bien 
encore A (y"— y) ( r"+r') +B(x"— x') r"+B {y"—ÿ)d + 
+jC (x"— x') (x"+x') + D [y"— y) + E (x"— x')= o , et 


en seul , faisant à cet eiïct dans l’équation de la sé- 


ET PROBLÈMES DÉPENDAIS. 


PROBLÈME. 





C(x''+x')+Br"+E 
A \y"+y') jfBx' +iy 


Pour que la sécante devienne tangente, il faut et il 
suffit que les deux points d’intersection se réunissent 


cante x = x”, y' = y" il vient 



np >to<4ni 


i 
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ce qui montre que lorsqu’une droite^ — y =a 
( x — x ) est tangente à un point ( x'y ) d’une courbe 
du premier ordre , la valeur de a est égale à une frac- 
tion ayant pour numérateur la somme des termes qui 
renferment x; chaque terme étant multiplié par 
l’exposant des x dans ce terme, et cet exposant étant 
diminué d’une unité : et pour dénominateur la somme 
des termes qui renferment^ - , chaque coefficient 
étant multiplié par l’exposant dej - dans ce terme, 
cet exposant étant diminué d’une unité : on rem- 
place ensuite les coordonnées par celles du point de 
tangence ; cette régie est générale , et s’applique à 
toutes les courbes du premier degré : en sorte que l’é- 
quation de la tangente est 


y— y — — 


aGr'+B/+E 

sAy+Bx'+X) {x x] 


Si dans cette équation on pose i Ajy'+ Bx'-p D=o, 
on exprime que la tangente est infinie; d’où, substi- 
tuant dans I’éqiiation de la courbe , il vient pour ré- 
sultat 

(B*— 4AC) a /*+2 (BD— a AE) x'+B'— 4AF= o ; 

ainsi, lorsque l’équation représentera une courbe, on 
pourra toujours mener deux tangentes perpendicu- 
laires à l'axe des x ; et si la courbe était rapportée à 
son centre, auquel cas les premières puissances n’en- 
trent pas dains son équation , les deux points seraient 
à égale distance du centre : de plus, si la courbe est 
une parabole, la dernière équation devient du pre- 
mier degré , en sorte qu’on ne peut mener à une pa- 
rabole qu’une seule tangente perpendiculaire à l’axe 
des x. Si maintenant dans l’équation de la tangente 
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on pose vCx 1 + B y 4. E = o, c’est exprimer que Ja 
tangente est parallèle à l’axe des x : substituant, il 
vient, toutes réductions faites, pour la valeur de od 

, aAE — BD ±B Vil (B’F+AE’+CD*— BDE— 4 ACF 

if=4Âc 

or^ dans le cas de l’ellipse les deux facteurs de la 
quantité radicale sont toujours de même signe, donc 
on peut toujours dans ce cas, mener deux tangentes qui 
remplissent la condition ; on ne peut rien conclure de 
général pour l’hyperbole , puisque les deux facteurs 
peuvent être de signes contraires : si la courbe était 
rapportée au centre et aux axes , alors les premières 
puissances et le rectangle disparaissant, il vient 



résultat réel pour l’ellipse etimaginaire pour l’hyper- 
bole. Enfin dans le cas de la parabole on aurait 
' x = 00 , y = » . 

Nous allons maintenant chercher l’équation de la 
tangente au moyen des coordonnées polaires. 

Cherchons d’abord lequation polaire de la courbe : 
z représentant le rayon vecteur et cp l’angle de ce 
rayon avec l’axe. des x , on a x = cd +z s'<p, y —y + 
zsy : par ces substitutions l’équation générale de- 
vient 

z’(AsyfCs ,, y-f-Bsys'y) +z (2Ay''s?+2CxV'j+B.r'sy+By'V?+ 
+Ds'y+Es' f ) +Ay ’+Bx'y +Cx' J +D/ +Ex'+ F= o , 

telle est l’équation polaire de la courbe, x\y étant 
les coordonnées du pôle : tout se réduit comme pré- 
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cédemment à déterminer la valeur de a dans l'équa- 
tion de la tangente. Représentons par fq la tangente 
de l’angle qué fait la tangente avec l’axe des a; : pour 
exprimer que le pôle est un point de la courbe, il 
suffit d’exprimer que le point x' y satisfait à l’équa- 
tion générale , en sorte que l’équation polaire de- 
vient 

a’ ( z ( iKy 1 s' Sf+Bj/ s? if+ 

-fDsf+Ey f } s= o . 

Cette équation est satisfaite par z = o, c’est-à-dire 
qu’une des deux valeurs du rayon vecteur est nulle, 
l’autre valeur est 

ihy sy+'ïCx' s' <$+ Bar'sç4-B,x'r’f+Dsip-t-Es'ç 

As\p+tis'*Ÿ+Bs?s / Ÿ ’ • 

pour que ce rayon vecteur soit tangent au point x ÿ , 
il faut exprimer que cette deuxième valeur est nulle, 
ce qui donne 

aAj^s^+aC.r’s'ç-t'Bx'^+By's'^+Dsip-f-E.s’ç = o , 

d’où enfin, en divisant par et prenant la valeur 
de «ip , il vient 

a Cx'+By+E 
1 ? = “ aV+Bx'+D ’ 

résultat exact. 

On appelle sous-tangente la portion de l’axe des 
abscisses comprise entre le pied de 1 ordonnée du 
point de tangente et le point où la tangente ren- 
contre ce même axe : or , si l’on fait y = o dans l’é- 
quation de la tangente , x — x' représentera la sous- 
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tangente, en sorte que l’équation de cette dernière est 
. • , /aAy'-^Bx'+Dx • 

X -. X= ^ UcxW TëJ- 

On appelle normale la perpendiculaire à la tan- 
gente au point de tangence : l’équation de la nor- 
male est de la forme y — y = «' {x — ■ x ') : mais 
puisque la tangente et la normale sont perpendicu- 
laires entre elles, on a la relation 

i + aa'+ {a+a’) s'^ — o, 

d’où 

, i+as'p 

Cl ■ - " . . i 

o+s P .... 

et remplaçant a par sa valeur 

, ( 2 Cx'+ Br'+E) s' p — ( 2 Ay'+Bx'+ D) 

(2Ay+Ba:'+D)s'p—{2(jx'+by+E) 

il serait facile de traduire cette expression en lan- 
gage ordinaire : d’après cela, on a pour l’équation 
de la normale 

(xCx'+By+E) s'p -~(aA/+ Bx'+D) ^ 

r y (îAy+Br'+D) s'p—^Cx'+By+E) 

On appelle sous-normale la portion de l’axe des x 
comprise entre le. pied de l’ordonnée du point de 
la-tangente et le pied de la normale ; posant donc 
dans l’équation de cotte dernière = o , x — x' sera 
la longueur de la sous-normale, ainsi 

, (aAy+Br'+D) (sC-r'+By+E ) 

* • (aC.r'4- B^'+E) s'p — (aÂy'-t- Bj/ +Ü) 

est l’équation de la sous-normale. 

Lorsque les axes sont rectangulaires, «et <i ne 



Fig. 20. 
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représentent plus des rapports de sinus , mais bien 
des tangentes trigonométriques : a ne change pas de 
valeur, et par conséquent les équations de la tan- 
gente et de la sous-tangente restent les mêmes : mais 
il n’en est pas de même pour les deux autres lignes ; 
alors 


*'P = o, 


aAy+Bx'+D 
~ 2 C.rVB/+E ’ 


ce qui doit être, puisque fl'= — - : dans ce cas , les 

CL 

équations de la normale et de la sous-normale sont 


y-y= 


aAy'+Bx'+D 


etx — ri— 



îC.r'+By'-f-E 

aAy+Bjr'+Ü 


) 


ces deux lignes sont désignés contraires, parce qu’à 
partir de l’origine elles s’étendent en sens opposés. 

II existe entre ces quatre lignes de telles relations, • 
qu’elles peuvent facilement se déduire les unes des 
autres. 

Soit en efiet m n ri une courbe quelconque : je 
mène la tangente as , la normale nq et l’ordonnée np 
du point de tangence ; ap sera la sous-tangente et pq 
la sous-normale. 

D’abord le triangle anq donne ap-.np : : np : pq , 

y y ■ 

ou st : y : : y : s.n. , d’où St = , s.n = — i on 

J J ’ s.n s.t. 


a encore an : np : : nq : pq , ou t : y : : » : s.n, d’où 


t 


yXn 

s.n 


ou t 


n.st t.sn t.y 

, de meme n = = — - 

r y st 


on a aussi t — ^y’+st, »= ^y'+sri, st = Ÿ t' — y', 
sn = \ZrC—ÿ*. 
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On peut encore exprimer ces quatre lignes en fonc- 
tion de l’ordonnée du point de tangence, et de la 
tangente r>de l’angle que fait la tangente avec l’axe 
des abscisses : en effet, le triangle anp donne d’abord 

ap -.y :: 1 : V , d’où st= — , 

1 V 

le triangle anq donne également 

pq ■■ y "y' : ap : 


d’où 



et 

n = Kr"+yv = y sec. v. 

Les propriétés des courbes du premier degré don- 
nent le moyen de déterminer géométriquement une 
tangente passant par un point pris sur la courbe; 
mais voici un procédé graphique qui n’exige que 
l’emploi de la règle, et s’applique à tous les cas. 

Soit p le point donné sur la courbe, et a, 4, d 
trois points arbitraires ; soient de jilusm le point de 
concours de abel dp , n celui de ad et bp : en faisant 
varier la position de l’un ou de l’autre des points b et 
dtou des deux à la fois, et répétant la même con- 
struction , on obtiendra une nouvelle droite m' n', 
dont le point d’intersection r avec la première sera 
un des points de la tangente cherchée , qui se trouve 
ainsi entièrement déterminée. 





Fig. ai> 
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PROBLÈME. 

Mener par un point extérieur i 0 une tangente U 
une courbe du premier degré ; a 0 une normale. 

Soient d’abord x j les coordonnées du point donné 
et x' y celles du point de tagence : l’équation de la 
tangente en ce point est 

y _ y "__ 3Ca"-fBy'+E „ 
y 7 ~~ aAy'+Bx"+D 1 U 

et comme cette tangente doit passer par le pointx'y, 
on doit avoir 

aCx"+By’+E 


y-y=- 


{x'—x') t 


ou bien, toutes réductions faites, 

(0 aAy'*+aBx"y'+aCx"*— (aAy+lix — Dy"— (aCx'+. 
4-By — Ejx" — Dy — Ex'=o ; 

mais le point td'jr" étant sur la courbe, on a aussi 

Ay^+Bx"yycx"*+Dy '+E x"+f= 0 , 

et en retranchant cette derrière delà précédente, il 
reste 

Ay"+BxV'+ Cx"*— (aAy+BxV' - (iGx'+ By)x" — 
— (Dy+Ex'+F) = oj 


les coefficiens A, B , C étant les mêmes que dans l’é- 
quation de la courbe donnée, il s’ensuit que les 
points de tangence sont les points d’intersection de 
la courbe avec'une nouvelle qui est toujours de même 
nature que la première, et selon que les racines de 
l’équation résultante de l’élimination de l’une des in- 
connues seront réelles et inégales, ou réelles et égales, 
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ou imaginaires , on pourra mener deux tangentes ou 
une seule ou point du tout : on voit d’ailleurs qu’ott 
ne peut jamais en mener plus de deux. 

x i , y étant toujours les coordonnées .du point 
donné et x" y" celles du point de tangeûce, la nor- 
male en ce point aura pour équation 


y-y-- 


i\y'+Tlx"+D 

adr"+By'+E 


(•*>— xT) , 


lesaxes étant rectangulaires. Commecette lignedoit 
passer par le point x y , on a également 




x_A yw+D 

2Gx"+By'+E 1 ‘ 


et taisant disparaître le dénominateur 


Bar"* — By"^-i ( A — C ) x"y"+ (B/— ihx' — E) y"— (Bx'~ 
— iCy' — D) x” — Dx‘+Ey = o ; 


Mais le point x' y" étant sur la courbe on a 


A y"'+Bx"y"+Cx"'+T)y '+Ex'' 4 -F= o , 

ainsi les points d’intersection des courbes représen- 
tées par ces «leux dernières équations seront les 
points de normale cherchés ; or , la seconde repré- 
sente la courbe donnée , et pour la seconde la quan- 
tité B 1 — 4AC est égale à 4 (( A — C)* + B* ) , quan- 
tité qui est constamment positive ; ce qui indique 
quej dans tous les cas la courbe, qùi par ses intersec- 
tions avec la courbe donnée donne les points cher- 
chés, est une hyperbole , qui de plus est équilatèrc , 
car on a A = — C , comme nous le verrons en son 
lieu. On peut observer que dans le cas de la parabole 
B’ — Ae= o réduit 4 ((A — CV+- B’) h 4( A + Ç ), ré- 
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• sultat remarquable. On voit que le problème admet 
deux ou quatre solutions réelles. 

Il existe aussi un procédé graphique très-simple 
pour mener une tangente par un point donné. 

Fig. aa. Soit abcdl la courbe et p le point donné : menons 
les deux sécantes arbitraires pda , pcb. Si e est le 
point de concours de ab et de et f celui de ac et db , 
les deux points d’intersection g , h de la courbe , avec 
la ligne ef, sont les points demandés ; c’est-à-dire les 
points de contact des tangentes menées par le point p. 

PROBLÈME. 


Mener une tangente commune à deux courbes du 
premier degré. 

Je me bornerai à indiquer ici la marche générale ; 
en représentant par sd y , x" y'' les coordonnées des 
deux points de chaque courbe par lesquels passe la 
tangente , l’équation de cette dernière sera 

y"— y> 

y-y = 


on connaît la tangente de l’angle que chaque tan- 
gente fait avec l’axe des abscisses : en représentant 
ces tangentes par a et a' . on devra avoir 


y -y . y -y 

~ sd'—sd' x”— ” 


et comme d’ailleurs les points x? y ' , x” y" sont sur 
les courbes on a 

/ (*'/) = o, F (a/y') = o , 

ainsi on a quatre équations à quatre inconnues au 
moyen desquelles on déterminera ces inconnues, et 
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substituant clans (i) on aura l’équation de la tan- 
gente : selon qu’on trouvera unfe ou plusieurs valeurs 
pour chaque inconnue , on pourra mener une pu plu- 
sieurs tangentes qui satisferont, à la question. On 
voit en outre qu’il est indifférent que le* courbes 
soient de même nàture. 

THÉORÈME. 

Toute courbure du premier degré a une infinité de 
diamètres. . 

Enefiet:soit 

- «. 

Aÿ‘+Bxj'+Cx'+Dy+Ex+ F= o , 

l’équation générale et y = ax + b l’équation d’une 
corde : il suffit de prouver que les milieux d’une in- 
finité de cordes parallèles sont sur une ligne droite. 
Pour déterminer les points d’intersection delà droite 
avec la courbe, on a l’équation 

(Au*+Bcz+C) a? 1 xyAif —o, 

équation qui résulte de l’élimination de y • pour 
l’abscisse du milieu de la droitè on aura donc . 

(a Azz+B) b + Da+E 
2 (A«’+Ba-J-C) 

d’où pour l’ordonnée correspondante y = ax 4- b : 
éliminant entre ces deux équations b qui particula- 
rise la position de chaque corde , on trouvera l’équa- 
tion du lieu des milieux d’une infinité de cordes 
parallèles, ce qui donne , toutes réductions faites , 

(îAû+B) y+ (Ba+aC) jr+-Da+F=ro, 
équation d’une ligne droite Donc , etc. 
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THÉORÈME. 


Tout diamètre passe par le point de tangence de 
la tangente-parallèle aux cordes quil divise en deux 
parties égales , et réciproquement. 

•Reprenons 1 équation précédente, 

. {ika-VB)y+ (Bo+aC) x+D<z+F=o, 


qui est celle d’un diamètre quelconque : pour ex- 
primer que les cordes qu’il divise en deux parties - 
égales sont parallèles à la tangente au point x'y' de 
la courbe, il su lût de poser 

aCx'+B/+E 
a 2 A/'+Bx'+D 


et l’on obtient par cette substitution l’équation 

[(B J — 4AC)x'+BD— 2AE]^+[{4A.C-B’)y+2CD— BE]x 
+ (2 AE — BD) y+ (BÈ — aCD) xé — o, 

ou bien . » 

— (aCD— BE) + (B-— 4AC)r 1 

y y ~ — (2AE— BD) + (B*— 4AC)x' [x x) ' 


équation d’une ligne qui passe par le point x' y , ce 
qui prouve la première partie du théorème. Or, 
lorsque B’ — 4'd-C = o , cette équation, qui est celle 
d’un diamètre quelconque se réduit à 


2 CD BE 

y y ~ aAE— DB ( X) * 


ainsi dans la parabole tous les diamètres sont paral- 
lèles : l’équation trouvée peut encore se mettre sous 
la forme • • 

.i . 


\ 
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a CD — BE , • 

y— y _ B-— 4AC y 

. • x — x' aAE — BD t 

ir-4AC — ‘ r 

• . • * i ' 

équation qui est satisfaite par 

aCD— BE aAE— BD 

B’— 4AC ’ y ~ B*— 4AC ' 

Aipsi clans l’elüpse et l’hyperbole tous les diamètre» 
se coupent en. un même point , ce point est par con- 
séquent un centre : donc ces deux courbes ont un 
centre. 

Réciproquement toute ligne menée par le centre , • 
c’est-à-dire tout diamètre passant par un point de 
tangence , divise "en deux parties égales toutes les 
cordes parallèles à la tangente. 

2Cx'4-Br'+E 
• y • aAy+Bx'+D X 

étant l’équation d’une corde parallèle à la tangente, 
si Pfon cherche les points 1 d’intersection de cette 
corde avec la courbe Ay' + Bxy + C.r J + Dy-r Ex -4- 
F = o, et qu’on prenne les coordonnées du milieu 
de cette corde , et qu’enfin on élimine b entre ces 
deux valeurs, on trouvera , pour les coordonnées du 
milieu d’une corde quelconque parallèle à la tangente, 
la retation 

• . , aCD — BE — (B* — 4AC)y 

y y aAÉ-BD— (B 1 — 4 AG)j' (X X) ’ 

or, c’est précisément là l'équation du diamètre 
passant par le point de tangence. . 

Donc , etc. ... -, 
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THÉORÈME. 


• Les tangentes aux extrémités d’un même diamètre 
sont parallèles , et réciproquement. 

L équation . \ 


iCj/+By+ E 
a A y+Bx'+D 


{X— 3tf) , 


prouve par sa seule inspection la première partie 
du théorème. . . 

D’un autre côté, x y , xf'y" étant les coordonnées 
des deux points de tangence , et ces tangentes étant 
parallèles, on a l’équation de condition 


2 Cx , +B/+E _ aC^'+B/'+E 
. aAy+Bx'+D ïAy'+B-r'+D’ 

ou en chassant les dénominateurs 

(adr'+By+EXa Ay'+Bj:"+E) = (aCa^'+By'+E) (aAy+Bx'+D), 

Cette équation peut être mise sous la forme 

. (B*— 4AC) (s‘x"—y’x!) — (BD— aAE) (y"— y) — (BE— 

-*■ aCD) (x 1 — x") = o , 

ou bien encore * . 

t ■ *. 

(B*— 4 AC) (y —y') x'— (B*— 4AC) (x"~x/) y + bd- 
—aAE) (y— y') + (iCD— BE) (x'— x") = o , 

d’où enfin • 

y _ BE— aCD+£B’— 4AC)y . ' 

x'—x/ ■ É!D— aAE +(B’— 4AC) ^ ’ 

or, l’équation de la ligne qui passe par les points de 
tangence est 

y"— y> 

X X 
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d’où en remplaçant 

i ,_ BE-,CD+(B--4AC i y 
r r BD— 2AE+{B'— 44(J)y 1 ’’ 

Donc , etc. 

11 résulte de ce qui précède, 

i° Que toute ligne passant par le milieu de deux 
cordes parallèles est un diamètre ; 

• 2 ° Que toute ligne passant par le centre est un 
diamètre 

3° Que l'ellipse et l’hyperbole ont , comme nous le 
savions déjà , une infinité de diamètres conjugués. 

PROBLÈME. ; 

Mener à une courbe de premier degré • l 0 une tan- 
gente parallèle à une ligne donnée % 2 ° deux tan- 
gentes faisant entre elles un angle donné. 

i° La solution -géométrique de ce problème se ré- 
duit , d’après ce qui précède , à tirer deux cordes 
parallèles à la ligne donnée , et à mener une ligne par 
les milieux de ces deux ‘cordes; cette ligne cou- 
pera la courbe en deux points : les droites passant 
par ces points et parallèles à la ligne donnée seront 
les tangentes demandées. La solution analytique 
consiste dans la détermination des coordonnées x' y 
du point de tangence , au moyen des deux équations 

t ’ n « r n — . _ . — y 2 E 

A^’*+Bxy+Car' , +Dy+Ear'+ F= o 

f étant la tangente de l’angle que la ligne donnée fait 
avec Taxe du x. 

2 ° On mène une tangente arbitraire, et le pro- 
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blême se réduit alors à mener une tangente qui fasse 
avec l’axe des abscisses un angle supplément de 
l’angle donné, et de celui de la prertiière tangente 
avec l’axe du x, cequi s’eflectueraau moyen du pro- 
. blême précédent : on voit que ce problème embrasse 
le cas où l'une des tangente serait donnéede position. 

j Remarque. On peut démontrer autrement que 
nous ne l’avons fait, que tous les diamètres de l’el- 
lipse et de l'hyperbole se coupent en un pointünique 
qui est le centre de ces courbes , et que ceux de la 
parabole se coupent à l’infini , c’est-à-dire sont pa- 
rallèles. En effet, l’équation d’une ligne passant par 
les milieux d’une série de cordes parallèles est, d’après 
ce qui précède , ( 2 Aa + B )y + ( Ba + aC ) x 4- D a 
+ E = o : si on donne une autre inclinaison aux 
ccrdes , nous aurons pour équation d’un second dia- 
mètre ( 2 A d- + B )y + (Ba' + îC)r + D a' + E = O : . 
on obtient pour les coordonnées du point d’inter- 
section de ces deux diamètres * 

1 . f *, • , 

(sAa'+B) (D<z+E) — (aAa+B) (Da'+E) 

X ~ (Ba'4-uC)(2Aa+Bj — (aAa +B)(Ba-faC) ’ 

et 

(Dæ-j-E) (Bæ-PxC) — (Da+E) (Ba'+îC) 

■ r (Ba'+aC) (aAa-f-B) — (aAa'+B) (Ba+ 2 C) 

* * *. 

si on effectue les produits et les réductions, on 
trouve que x et y sont indépendant de a , a', et se ré- 
duisent à 

xAE — BD 2 CD— BE 

x ~ B 1 — 4AC ’ y ~ B’— 4AC ’ ... 

donc, quels que soient a et a , le diamètre passera 
toujours par un point dont les coordonnées sont les 
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valeurs précédentes qui sont réelles et finies dans le 
cas d’ellipse ou de l’hyperbole ,• et infinies pour la 
parabole. - • 

Donc , etc. . . ‘ . . 

ASYMPTOTES. * 

•. V * , s. 

D’après la définition des asymptotes , lorsque 1 é- 
quation d’une courBe peut se ramener à la forme 

y=ax+b+ — + — ■ + etc., ladroite y = ax+b, 

• xx 

est une asymptote de cette courbe , car l’hypothèse * 
de' " 

x = ce , réduisant - 4- — ;+etc., à zéro, on peut tou- 
jours prendre x assez grand pour que la différence , 
entre l’ordonnée delà courbe et celle de la droite soit 
moindre que toute quantité donnée. Par une raison 
semblable , une droite x .= ay + b est asymptote 

de - . 

d’une courbe, x = aj+ b + - + -~r+ , Çtc. 

" J - 

Cela posé , cherchons les asymptotes rectilignes . 
des lignes du deuxième degré : la valeur générale de 
y prise dans l’équation de ces courbes est, comme 
nous le savons , . . . 

y- _ ± -i y (B*— 4AC) x '+2 (BD— 2 AE) X+D*— 4AF, 

effectuant l’extraction de racinç indiquée , il vient 


Bx+D , 
y— ~± 


VW—AKG / 

•. * * 

Les termes suivans renferment x au dénominateur : 
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en sorte que *i l’on donne à x des valeurs déplus en 
.plus grandes, la somme de ces termes peut devenir 
moindre que toute quantité donnée : d’après ce qui 
précède les Courbes du premier degré ont donc deux 
asymptotes représentées par l'équation 

Bx+D , i / , ^ BD— aAE 


y=- 


aA 


x Vü'— ækcJ 


yb‘~ 4 ag > 

-4 AC est imaginaire, 

BD— aAE • M 
VW— 4AC ° ’ 

J/B’ — 4AC est réel dans le cas de l’byperbole : ‘ 
cette dernièrfe est donc la seule courbe qui ait des 
asymptotes rectilignes. 

En résolvant l’équation par rapport à x, il vient 


•N J 

dans le cas de l’ellipse, 
et dans le cas de la parabole 

V'B*— 4 AC = o, d’où 


x=*c • 


d’où 


± ^ * / (B*-4ACjy+atBE-aCD) ir+ P-4GF, 


XŒ=* 


pour les équations des asymptotes : ces deux asymp- 
totes ne sont autre chose que les deux premières, 
car, dans le cas contraire , laconrbe, pour devenir 
asymptote de l’une d’elles, couperait nécessairement 
1 une des autres. De plus, les asymptotes se coupent 
ou centre , car si dans la valeur de y on égale à zéro 
la quantité entre parenthèses , on trouve 

BD— aAE 
fc*-4AC ' 


X=E 
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qui est précisément 1 abscisse rlu centre et opérant 
de même sur la quantité entre parenthèses d„us la 
râleur de x, il vient 

BE— aCD . ; 

* y —~~ B’— 4 AC ’ 
ordonnnées du centre. 

Examinons maintenant ce que deviennent ces 
asymptotes en introduisant les diverses hypothèses 
compatibles avec le caractère hyperbolique. 

En supposant d’abord C = o , les équations des' 

E 

asymptotes se réduisent, l’une a y = — ”, l’autre 
à 

- Bx AE— BD 
Â" + ÂB ’ 


ce qui montre que l’une des asymptotes est paral- 
lèle à l’axe des x : Si l’on a de plus E =o, la pre- 
mière devient j"=o, et l’autre^ = — — , et alors 

l’axe des x est une asymptote de la courbe : si au 
contraire on a A = o , ou A = o D = o , en résolvant 
l’équation par rapport à x, on voit que dans le pre- 
mier cas l’une des asymptotes est parallèle à l’axe 
des y, et dans le second cet axe est lui-même asymp- 
tote : il résulte de là que lorsqu’on a à la fois A— o, 
C = o , les deux asymptotes sont parallèles aux axes , 
et qu’elles se confondent avec ces axes lorsqu’on a 
en même temps D = o, et E = o. pour les hypo- 
thèses A = o,D = o , E — o , l’une des asymptotes 
se confond avec Taxe desjy , et l’autre est parallèle à 
l’axe desar : le contraire a lieu pour C=o,D=o, E=o, 


\ 


\ • 
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Enfin, si cm a D =o, E = o les asymptotes Sont 

elles passent donc pàr l’origine, ce qui doit être, 
puisque alors la courbe^st rapportée à son centre. 

Nous pouvons vérifier ces résultats d’une autre 

manière. ' . . 

• « 

Reprenons d’abord la supposition A = o , il vient 


la valeur 


C-r’+E-r+F 
Rr+1) ’ 


x — — * rendant y = oo, 


est une asymptote de la courbe , et on voit qu’elle est 

E 

parallèle à l’axe des y : pour C —o,y — — g est une 

asymptote parallèle à l’axe des x maintenant, pour 
A=o, C=oon a • y . 

Ear+P Dr+F 

(l) r=— n~~n ' et (2) X = — - 


B^+D 

d’où en faisant les divisions 


by+b ’ 


E D 

y— ^-4-etc., x — + etc. 

Les autres termes renfermant X ou y an dénomina- 
teur, les asymptotes sont les deux parallèles aux 
axes des coordonnées , 


D 


E 


*=- ¥ ,r = ^ g - 


on peut encore les obtenir en observant que pour ces 
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valeurs, les valeurs (i) et (a) de x et y deviennent 
infinies : si nous supposons de plus D '= o, E '== o, on 
a pour asymptotes x=. o,jy ~ o. Lorsque les coeffi- 
ciens des premières puissances manquent seuls , les 
équations des asymptotes deviennent 


— Bar+xkB*— 4AC 

n. ’ 

à 

on voit la marche à suivre dans tous les cas. 

Lorsque l’on a B = o et A = — C, hypothèses qui 
rendent l’hyperbole équilatère, l’équation des asymp- 
totes devient 


y = ±_x 


-D±E 

a A 


' et comme les tangentes des angles que font ces 
droites avec l’axe du a: satisfont à la retation ad + i 
= o, on en déduit que pour cette particularité de 
l’hyperbole les asymptotes sont à angle droit ; réci- 
proquement - , lorsque les asymptotes sont à angle 
droit, leurs équations devant être de la forme y — 
±: x+q, on trouve en se reportant à l’équatidh gé- 
nérale , que pour que cette condition soit remplie 
B = o , A == — -G. x * 

Examinons si ces deux conditions sont toujours 
nécessaires pour que l’équation représente une hy- 
perbole équilatère : nous savons que les asymptotes 
doivent être à angle droit; or, si dans la formule 
générale 

‘ (a — d) s. a 

t,v=z • — - 

i+ad+(a+d) J» 


on substitue les valeurs de a et a’ # prises dans les 
équations Hes asymptotes , il vient 



N v 


t. 
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î.« B*— 4AC 


A + C— B s'a 

pour que cette tangente soit infinie, il faut que l’on 
ait 

B=o, A = — C, ou A= — C et s'a = o, ou «= 90° ■ 

ce qui montre que l,es deux conditions ne sont néces- 
saires que lorsque la courbe n’est point rapportée à 
des axes rectangulaires. 

Si l’on multiplie les équations des deux asymp- 
totes on obtient 

■ _ _■ ■ ^ _ BDE— CD*— AE* 

Ay+Bxy+Cx’+D > r+Ex+ : 

on voit d’après cela que ce produit ne diffère de l’é- 
quation de la courbé que par la quantité connue 5 
en sorte ‘que lorsque la courbe est rapportée à son 
centre, ce produit n’est autre chose que l’équation 
de la courbe privée de terme tout connu. 

D’après cela , lorsque la courbe sera rapportée à 
son centre et à deux diamètres conjugués , auquel 
cas l’équation ne renferme que les carrés des va- 
riables et la quantité connue, *on peutde3 équations 
des asymptotes passer à celle de la courbe , 6i l’on 
connaît un diamètre de cette courbe. 

Soit l’équation Bxy + D y H- Ex + F = o , qui , 
comme on le sait, représente une hyperbole : si on 
rapporte cette courbe à des axes parallèles aux axes 
primitifs, on trouve 

, , DE— BF 

X Ÿ g; . 

* * 

et si l’on a DE* — BF = o, il vient x' ■/ 5= o qui 
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représente le. système des deux axes; or, en élimi- 
nant F entre l’équation de condition et celle de la 
courbe, celle-ci devient . . 

BVty+BDy+BFx+DE = o, ou (Bp+E) (Bx+D = o , 
d’où 



qui sont les équations des deux asymptotes qui dans 
ce cas sont parallèles aux axes ; mais comme on peut 
éliminer entre les équations mentionnées une quel- 
conque des quantités B, E, D, F 1 , il s’agit de faire 
voir que, quelle que soit celle qu’on élimine, l’équa- 
tion résultante représente toujours le système des 
deux mêmes droites : en éliminant B, par exemple, 
il vient 

DEx^+DFj'+-EFx+F , =o, 

d’où 

y=— -jj-, *= — -jr. or DE— BF==o, 

donne 

E F D _F_ 

B “ D ' et B E ’ 

donc les lignes sont les mêmes dans 1’unret l’autre cas; 
et par 1’hypothèse particulière que nous avons faite, 
l’hyperbole s’est changée en ses asymptotes. 

On pourra examiner si deux courbes du premier 
degré peuvent être asymptotes l’une de l’autre, et 
voir si l’équation .d’une asymptote quelconque est 
toujours d’un degré inférieur à celui de l’équation de 
la ligne dontcette dernière est asymptote. 

On peut déduire l’équation des asymptotes de celle 
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de la tangente, en supposant le point de tangence à 
l’infini. 

• FOYERS. 

/ • 

La définition des foyers nous conduit à rechercher 
s’il existe sur le plan d’une courbe du premier degré 
des points tels que leur distance à un point quel- 
conque de la courbe soit exprimée d’une manière ra- 
tionnelle en x. 

En appelant x! f le point cherché, x y un point 
quelconque de la courbe et c/la distance de ces deux 
points , on a . • 

<?= [y — /)"+ [x—xf)'+ a {y— y) (x—x) s'|3 ; 
mais on a en même temps 

y — 4ÀL)a*+a (tlJ) — aAKjj+JU* — 4 ^ 8 


substituant cette valeur dans l’égalité précédente , il 
vient 


1 , „ , /B-r+DV 1 B.r+D 

d'=zx'+x''~2XX’+ { ) + V. 

\ aA / — aA 

, (B 1 — 4AC) x'+... 

+ 4A ., 

— a î'j3 {x—x') (y' 


Bx+D + [/. . . . 


0 ' 


aA 


)■ 


la distance d devant être une quantité rationnelle, à 
fortiori il. doit ën être de même de cF , les radicaux 
doivent donc disparaître, ce qui exige què l’on ait 
+ D = o y = 0 , et S'£ = o ; voilà les conditions 
nécessaires et suffisantes : or Bx + D = o revient à 
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• B = o, D=o, caron ne peut assigner à x une valeur 
déterminée; d’un autre côté, pour S'p=oon a (5=90°; 
ainsi au lieu de trois conditions on a les quatre 
suivantes y' = o , p = 90° , B = o D = o. La pre- 
\ mière condition montre que les points cherchés sont 
situés sur l’axe des a:; la seconde que les coordonnées 
doivent être rectangulaires, et enfin les deux autres 
que l’équation de la courbe doit être de la forme 
Ay' + Cx' 4- Ex + F = o qui , comme nous le verrons 
bientôt, (ce qu’il est d’ailleurs facile de vérifier direc- 
tement) , représente toutes les courbes du premier 
degré : onyoit encore d’après la forme de cette der- 
nière équation que la courbe doit être rapportée à 
un de ses diamètres et à un axe parallèle au con- 
jugué de ce dernier, ce qui revient à dire que les 
axes des coordonnées doivent être dirigés l’un sui- 
vant le grand axe de la courbe , et l’autre suivant une 
parallèle au petit , puisque nous savons que ces axes 
doivent être rectangulaires : donc les points cherchés 
se trouvent sur le grand axe de la courbe, et toutes 
les courbes du premier degré ont des foyers : il s’agit 
maintenant de fixer la position de ces points. 

D’après ce qui précède . la valeur deeP se réduit à 

. 4 *=x>— axxW— — ^ - E ' - - 4 - F = x'-ixx'+ 


+x’~ 

d’où 


Cx’+Ex+F 


4 A* 


E\ * F 


'=V- 


(A — C) — x (aAx'+E)+ Ax’^F 


d devant être une quantité rationnelle , la quantité 
sou» le radical doit être un carré , ce qui donne 


■ i 
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^(aAar'H-E)^ y/ A — G ^ ^/ A.r i 1 _y/ A C (A.z' F) 

élevant au carré et effectuant lés opérations , il vient 
4A’x'*+ 4AEa/+E*=4 ( AV’ — AC-r” — A F+C F) , 
ou bien 

• 4ACx' , +4AEx'+e , +4 af— 4 c f= 0) 

On voit d’après cela que x' a deux valeurs, c’est-à- 
dire que la courbe a deux foyers , à moins que le pro- 
duit AC ne soit nul, ce qui n’a lieu que pour la 
parabole, qui par conséquent n’a qu’un foyer. 

L'ellipse et l’hyperbole étant rapportées au centre, 
on a de plus E = o, et l’équation précédente devient 
alors 

* * • /f — r 

4ACj/* 4-4AF— 4CF=o, d’o tti=± V/ — — c 

Ainsi les deux foyers sont également éloignés du 
centre et placés de différens côtés par rapport à ce 
point. 

Dans le cas de la parabole, l’équation de condition 
se réduit à 

“ . Jj p 

4AEx'+E*+4AF=o-, d’où x‘ == — ~ } 

nous supposons que le produit AC = o à cause de •• 
C = o , parce que nous avons dirigé l’axe du x sui- 
vant le grand axe de la courbe : si la parabèle étatit 
*■ en outre rapportée à son sommet, on aurait 

t - i E 

F = o , et a: = — — . • 

4A . 

Ainsi la parabole n’a qu’un foyer situé dans l’inté- 
rieur de la courbe, sur son grand axe , et distant d^ 

sommet d’une quantité. 7 -^. 
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Il est facile maintenant d’obtenir des valeurs des 
rayons vecteurs , ainsi que les relations qui existent 
entre les rayons qui correspondent à un môme point 
de la courbe : nous allons seulement examiner le cas 
de l'ellipse, on pourra faire l’application à l’hyperbole 
et à la parabole. 

L’ellipse étant rapportée à son centre, nous avons 
trouvé 

-VR 

substituant la première de ces deux valeurs dans la 
valeur de d et élevant au carré , il vient 

\ /F F AF 
Kd‘ =( A— Qx’-RïAx y/ 

d’où l’on tire 

d -*\/ R + R tp 

nous ne prenons que la première valeur qui corres- 
pond à,un point de la partie supérieure de l’ellipse : 
si l’on substitue maintenant la deuxième valeur de x , 
on trouve , en prenant le rayon vecteur qui corres- 
pond au même point , 

'-VtVt- 

et par conséquent 

^-4-^=2 y/ 

11 
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ce qui nous montre que la somme des rayons vec- 
teurs est une constante : si on suppose l’ellipse rap- 
portée à ses axes et qu’on remplace F et C par leur 
valeur, on voit qu’alors la somme des rayons vecteurs 
est égale au grand axe. 

Remarque. Il peut être intéressant de rechercher 
s’il existe dans l’espace des points dont la distance à 
un point quelconque d’une courbe du premier degré 
soit une fonction rationnelle de l’abscisse : on dé- 
montrera que dans le cas de l’ellipse , le lieu de ces 
points est une hyperbole , êt inversement. 

Réduction de l’équation générale. 

La résolution directe de l’équation générale du 
deuxième degré a suffi pour faire connaître la forme, 
les variétés et toutes les propriétés principales des 
courbes du premier degré ; mais comme la résolution 
des problèmes relatifs à ces lignes sera d’autant plus 
facile que leur équation sera moins compliquée, 
nous allons faire voir que , sans rien perdre de sa gé- 
néralité , l’équation générale peut être ramenée à 
l’une des formes. 

y'zk. m’x'=±Q , ÿ‘= npx. 

En effet , Ay* + Br y + Cx* + D y + Ex ■+■ F == o , 
peut se mettre sous la forme A y* H- ( Bx + D ) 
y + Cx' + Ex + F = o : on peut faire disparaître le 
deuxième terme de cette équation du deuxième de- 
gré en^y, posant 

Bx+D 

y=y — * 
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la transformée ne renfermera plus de termes en y : 
effectuant on trouve 


A/-+ 


(Bx-t-D)» (B-r+D)* 


4A 


2 A 


+ CJ7'+Ex+F=0, 


d’où , en réduisant au même dénominateur tous les 
termes , excepté le premier. 


hy'- 




(BD — aAE).r D’— 4AF 


4A 


4A 


-=o, 


équation qui est de la forme (0 A!j' 4- C'x*+ E'ar + F' 
= o ; de plus , cette équation donnera les mêmes 
courbes que la précédente , et n’en donnera pas 
d’autres , puisque pour toutes les valeurs réelles de 
y, y’ est aussi réel , et que pour chaque valeur ima- 
ginaire dejp' ,y l’est aussi, tandis que x est le même 
dans les deux équations. Si l’on considère la der- 
nière équation comme étant du deuxième degré en x , 

E' 

et que l’on fasse x— x 1 — , l’équation transfor- 

mée donnera les mêmes courbes que la précédente et 
n’en donnera pas d’autres : la nouvelle équation ne 
renfermant plus de terme en x', sera de la forme 
A y" + C' x' + F" = o ; car en effectuant les transfor- ’ 
mations on trouve 

p/» TV l 

Ay»+ov+— — ^v+ F — o, 

ce qui donne en réduisant 


équation qui se présente sous une des formes indi- 
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quées , et est par suite une des équations cherchées. 
Or, cette transformation est possible tant que C' 
n’est pas nul, et lorsque C'=o, l’équation (i) devient 
Ay”+E'x+F'=o , qui est la troisième équation de- 
mandée. Mais après la première transformation 
l’équation générale devient 


A/’-( 
d’où 


B’— 4AC\ , /BD— aAE\ /!»"— 4ar\ 

J* -2 ! 4A Y V 4A )~°’ 


D’ — 4AF\ 


4A 


4A 
B 3 — 4AC 


[W- 

" V 4A ') 


ainsi C n’est nul que tout autant que B — 4AC=o , 
et de plus C'est de signe contraire à B J — 4^C : or, 
lorsque B’ — 4^C <oou>o, l’équation représente 
une ellipse ou une hyperbole , donc l’équation trans- 
formée ci-dessus représente une ellipse ou une hy- 
perbole suivant que C' est positif ou négatif : cela 
devait être , car cette équation renfermant les carrés 
de x et jy, à chaque valeur de x correspondent deux 
valeurs de j- égales et de signes contraires, et réci- 
proquement; ainsi les courbes données par cette 
équation ont un centre, propriété qui ne convient 
qu’à l'ellipse et à l’hyperbole. 

Au contraire , lorsque B’ — 4AC=o , on a aussi 
C = o; mais B’ — 4AC = o est le caractère de la 
parabole, donc l’équation Ay a +E'x + F'=o, con- 
vient à la parabole, ce que l’on peut vérifier en ob- 
servant que cette équation ne peut donner que des 
courbes sans centre. 
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D’après ce qui précède , l’équation générale est 
ramenée à l’une des formes 

V’±C'.r'’+F"=o, Ay+E'x+F=o, 

dont la première représente une ellipse ou une hy- 
perbole , selon que C' est pris avec le signe supérieur 
ou inférieur : je dis de plus que F" est de signe con- 
traire à C' dans le cas de l’ellipse ; en eflet, F" ap- 
partient à la deuxième transformée , et est égale à 
4C'F— E" 

— ^ 7 ,— ; C' sera de signe contraire à F" si jC'E' — 

— E' J est négatif, car, quel que soit le signe de C', 

4C , F /< E 1 * 

— — est de signe contraire à C' : il suffit donc 

de faire voir que 4C'F' — E" est négatif dans tous les 
cas : or, 


E' 


a(BD — 2 AE) 

4Â ’ 

d’où en substituant 


F=- 


(D--4AF) (B-'-4AC) 

,l3=- 


4A 


4A 


4CP _e-=(^)(2^E)-(ïï^î)-, 


or A est toujours positif, il suffit donc de prouver 
que ( B’ — 4 AC ) (D’ — 4 AF) — (BD — 2 AE) est tou- 
jours négatif. Mais dans ce cas, pour que l’équa- 
tion générale représente une courbe, il faut que 
(BD — aAE) — (B* — 4AC)(D’ — 4 AF) soit positif, ou 
bien ( B* — 4AC) (D’— 4AF ) — (BD — aAE) négatif, 
donc 4C'F' — E’’ est négatif toutes les fois que 
l’équation générale donne quelque courbe; le prin- 
cipe est donc démontré. De plus l’équation de la 
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parabole A/' i +E'or+F'= o peut se ramener à la 

F' 

forme y'=ipx , en faisant x = x — — r , dans celte 

£ 

équation , considérée comme du premier degré 
en x. 

Il résulte de là que l’équation générale peut "être 
remplacée par les deux équations. 

y’ ± m'x’yi Q=o 
y'—ipx , 

dont la première représente une ellipse ou une 
hyperbole suivant qu’on adopte les signes supé- 
rieurs ou inférieurs ; et la deuxième une parabole 
rapportée à son sommet. On voit d’ailleurs que 
l’ellipse ou l’hyperbole est rapportée à son centre et 
à deux diamètres conjugués , c’est-à-dire dont l’un 
divise en deux parties égales les cordes parallèles à 
l’autre. 

Pour opérer cette réduction nous n’avons fait 
qu’une opération algébrique qui consiste à faire dis- 
paraître le deuxième terme d’une équation ; par con- 
séquent , les équations réduites restent les mêmes , 
quelle que soit d’ailleurs l’inclinaison des axes des 
coordonnées : ainsi devient inutile la recherche des 
diamètres conjugués , ce qui apporte une nouvelle 
simplification daus la géométrie analytiqùe. 
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NOUVELLE METHODE 

DE MULTIPLICATION DES NOMBRES. 


La méthode que nous allons exposer peut être 
très-utile, soit qu’il s’agisse de multiplier de mé- 
moire deux nombres composés d’un petit nombre de 
chiffres ou bien deux nombres considérables, car 
dans tous les cas elle abrège beaucoup le travail 
sous le double rapport du temps et des écritures. 

Dans tout ce qui va suivre nous supposerons que 
l’on sait effectuer la multiplication des chiffres plus 
petits que 5, ou , autrement dit, que l’on sait opérer 
jusqu’à 5x5 inclusivement. 

Et d’abord , il existe un moyen très-simple et déjà 
connu , de multiplier deux chiffres quelconques in- 
férieurs à io à l’aide des dix doigts des mains. Nous 
allons le décrire. 

On part du produit 5x5 , et dans ce cas chacun 
des facteurs correspond à l’une des mains dont les 
cinq doigts sont fermés : pour chaque unité dont 
augmente l’un des facteurs , on ouvre un doigt de la 
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main qui lui correspond : chaque doigt ouvert vaut 
une dizaine , et chaque doigt fermé une unité : on 
ajoute les doigts ouverts , l’on multiplie les doigts 
fermés d’une main par ceux de l'autre , et la somme 
de ces deux résultats donne le produit cherché. 

Supposons , par exemple , qu’il s’agisse d’effectuer 
le produit 5 x 7 s on a dû ouvrir seulement deux 
doigts de la main droite , ainsi : le premier résultat 
est deux dizaines ou 20 ; il reste trois doigts fermés 
dans cette main et cinq dans l’autre , dont le produit 
est i 5 , le produit demandé est donc 20+1 5 ou 35 . 
Considérons encore le produit 8x9 : il y a trois doigts 
ouverts à gauche et quatre à droite , et le premier 
résultat est sept dizaines ou 70 : il y a en outre deux 
doigts fermés d'un côté et un de l’autre : leur pro- 
duit est 2 , et le produit demandé 70+2 ou 72. Cela 
n’offre aucune difficulté. 

11 est facile de démontrer la règle que nous ve- 
r nons d’énoncer. En effet , reprenons le produit 8X9, 

on a 

8=10 — 2, 9=10 — 1, 

et par suite 

8X9 = ioX 10— ix 10—1X10+2= 10(10— 2— i)+a 
= 1 o( 5 + 5 — 2— 1 )+2= 1 o( 5 ^ 2 + 5 — O+1X2 : 

or chaque facteur entre parenthèses , représente 
bien les doigts ouverts de l’une des mains , et ce 
facteur étant multiplié par 10 , représente éga- 
lement des dizaines , tandis que le facteur hors pa- 
renthèses est le produit en unités des doigts fermés 
des deux mains : en un mot l’égalité précédente n’est 


I 
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autre chose que la traduction en chilfres de la règle 
énoncée. 

Gomme nous l’avons dit, cette règle ingénieuse 
est impuissante , lorsqu’il s’agit de nombres de dix 
chiffres ou plus ; mais nous allons donner une mé- 
thode générale qui comprend la précédente. 

Pour multiplier deux nombres on les rapporte à 
un nombre rond quelconque , et, pour plus de sim- 
plicité , à un nombre composé d’un nombre exact de 
dizaines , et le plus rapproché des deux nombres don- 
nés ; on retranche chacun de ces derniers de celui 
pris pour comparaison : on multiplie tes deux restes , 
et on ajoute leur produit à ce qu’on obtient en re- 
tranchant de l’un des nombres donnés ce qu’il faut 
ajouter à l’autre pour avoir le nombre pris pour 
terme de comparaison : bien entendu que le nombre 
qui résulte de cette dernière opération est de la nature 
de celui de comparaison, c’est-à-dire qu’il représente 
des dizaines , des vingtaines , des trentaines , des 
centaines , etc. , selon que l’on a rapporté les deux 
facteurs à 

10, 20, 3o ioo, etc. 

Quelques exemples feront mieux comprendre la 
règle précédente. 

Supposons d’abord qu’il s’agisse d’effectuer le pro- 
duit 8x9 . on écrit 

8=10 — 2 
9=10—1 ; 

Ainsi le produit se compose de la somme du produit 
1X2=2 et de 8 — 1 ou 9 — 2=7; 

mais le terme de comparaison étant 10, ce dernier 


bigitized by Google 



( *7 2 ) 

chiffre représente sept dizaines ou 70 :1e produit est 
donc 

70+2 = 72. 

Soit encore le produit à effectuer 95x97. on a 

g5= ioo—5 
97= 100— 7 ; 

ainsi le produit cherché est 6x7+95 — 7 ou 
5x7+97 — 5=35+92 centaines = 92 1 5. 

Soit encore 18X 1 5 , on dira 

18=20 — 2 

l5=20 — 5 ; 

x 

ainsi le produit demandé est 2X5+ t 3 vingtaines , ou 
2x5+26 dizaines =104-260=270. 

Il semble au premier abord que cette règle cesse 
d’être applicable lorsque le terme de comparaison est 
inférieur à l’un des facteurs ou à chacun d’eux ; 
mais pour voir le contraire il suffit d’avoir égard aux 
signes des chiffres. 

Ainsi prenons le produit 23 x 16 en supposant que 
20 est le terme de comparaison , on a 

23=20 + 3 

j 6=20 — 4 ; 

Ainsi le produit demandé esta3 — 4 ou *9 vingtai- 
nes — 3x4 = (i6+3) ou 19 vingtaines — 3x4=38 
dizaines — i2=38o — 12=368. 

Soit de même le produit 1 1 1 X109 et rapportons à 
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le produit est (111+9) centaines + 99= 120 centai- 
nés 4- 99=12099 , ce qui est exact. 

Cette règle est évidemment applicable à deux 
nombres quelconques : seulement lorsqu’il s’agit de 
nombres considérables on est obligé d’avoir recours 
à des opérations partielles de même genre. L’opéra- 
tion est d’autant plus simple que les deux facteurs 
dillèrent moins du terme de comparaison. Par consé- 
quent cette méthode est excellente pour obtenir les 
carrés ou autres puissances des nombres. 

On peut démontrer la règle précédente. 

Soit le produit 97X92, on a 

97=100 — 3 
92=100 — 8 ; 

ainsi 

97X92=iooX 100 — 3 x 100 — 8x 100+2$ 

= 100(100 — 3 — 8)4-24 • 

or, on voitque le facteur entre parenthèses n’estautre 
chose que le terme de comparaison diminué de sa 
différence avec chacun des nombres donnés , ou l’un 
de ces derniers diminué de ce qu’il faut ajouter à 
l’autre pour atteindre le terme comparatif. 

On peut modifier la règle précédente et l’énoncer 
ainsi : pour multiplier deux nombres on les rapporte 
à un nombre rond , et autant que possible multiple 
de dix : on retranche chacun des facteurs du nombre 
comparatif, on multiplie les deux restes, et on 
ajoute leur produit à l’excès sur le terme de compa- 
raison de la somme des deux facteurs. 
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Soit pour premier exemple 8x9. on a 

8 — 1 o — 2 
9=10—1 

, (8+9)— 10 ou 17— 10=7 ; 

on voit que le produit des restes est 1 Xï=a , et que 
la somme des facteurs est 17, nombre qui surpasse 
de 7 le terme de comparaison io; ainsi le produit 
demandé est 7 dizaines +2=72. 

Soit encore 1 8x 1 5 , on a 

18=20 — 2 
i 5=2 o — 5 
1 8-(- 1 5=33=20+ 1 3 ; 

ainsi le produit demandé est i3 vingtaines + îo ou 
26 dizaines + 10=270. 

Soit enfin 95x97 , on a 

95=100 — 5 
97=100 — 3 

95+97= 1 92= 100+92 ; 

ainsi le produit demandé est 92 centaines+ 1 5=92 1 5. 

On voit sans difficulté que cette règle n’est autre 
chose que la précédente , et qu’elles rentrent l’une 
dans l’autre. 

Nous n’insisterons pas davantage à cet égard ; mais 
nous avons acquis la preuve que l’on peut parvenir 
en peu de temps à multiplier très-rapidement des 
nombres très-considérables. 
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VOLUME DE LA PYRAMIDE. 


• Le volume d'une pyramide triangulaire est égal 
au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Observons d’abord que si on divise les arêtes d’une 
pyramide triangulaire en deux parties égales , et que 
l’on joigne les milieux par des droites , on décompo- 
sera la pyramide en deux prismes triangulaires 
équivalents et en deux pyramides triangulaires 
égales. 

Soit maintenant la pyramide SABC, je dis que 
l’on aura 


SABC 


ABC 

3 


XSP 


( SP étant la hauteur). 

En effet , après avoir effectué la décomposition in- 
diquée ci-dessus , désignant chaque prisme par P, 
et chaque pyramide partielle par p , on trouve 



SABC = aP+2 p, 

mais 


ABC SP 

ainsi 

P = 

~~t~ x— -, 
4 2 

ABC „ 

donc 

2 P = 

XSP, 

4 


mais 


SABC 


ABC 

4 


X SP+2/J : 


p—^V+ip’ 


PI. 4, fig- «• 
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( P' et p représentant les volumes dont les arêtes sont 
doubles de celles de P et p ) , et 


d’où 


DEF SO 

F =— 7-X— , 

4 2 


2 P' = Ï! 5 !xSO: 


substituant cette Valeur dans l’expression de p, mul- 
tipliant de suite par 2 pour avoir 2 p , et observant 
que DEF étant le quart de ABC , 

DEF ABC 


on a 


on a donc 


16 ’ 


ABC __ . , 

2p=-^rXSP+4/> ; 


SABC = SPX ^ + SPX ~Hp'- 

4 ib 1 

on trouverait de même que 

p'=aP"+ 2 p", 

et par suite 

„ . ARC 

V=^xSP+V, 

donc 

™ ABC ABC OT . ABC 

SABC = SP X —, — H SPx — — +SPX — 7-+etc. 

4 10 64 

mettant SPxABC en facteur commun, on obtient 

SABC=SPxABC (^A ietc. ). 

V4 16 64 ' I 
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La quantité entre parenthèses est une progression 
géométrique décroissante à l’infini : or la limite 
somme d’une progression géométrique est 



.étant premier terme et - la raison : ici le pre- 

• i , i ,, .an , 

mier terme est et la raison -, : 1 expression — — de- 

4 

vient d’après cela 


donc 

SABC = SPx^p, 

J 

donc, etc. 


i. 


q—y 


7 X 4 
4 

4 — i 3’ 


a nr, 


THÉORÈME DE THOMAS SIMPSON. 

Ce théorème étant d’une fréquente application , 
surtout dans l’évaluation des déblais et des remblais, 
nous allons en donner une démonstration à la fois ri- 
goureuse et élémentaire. 

Il s’agit de cuber un solide compris latéralement 
entre plusieurs plans de direction quelconque , et 
aux deux extrémités entre deux plans parallèles. 

En faisant dans un pareil volume un nombre im- 
pair de sections parallèles aux bases S, , S, , et équi- 
distantes S',S",S'"...S H+ ‘, en représentant par V le 

12 


» 
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volume et par E la distance entre les sections , d’a- 
près le théorème de Thomas Simpson , on a 

V= ^(S,+4S'+2S"+4S'" +&}, 

et c’est là ce qu’il s’agit de démontrer. 

Le corps étant terminé latéralement par des plans 
de direction quelconque et aux extrémités par deux 
plans parallèles , les polygones qui termineront le 
corps aux extrémités auront nécessairement les côtés 
parallèles. Appelons les bases S, ,S, et H la hau- 
teur. A par tir de l’un des sommets, et dans l’inté- 
rieur de la plus grande des bases , je construis un 
troisième polygone exactement égal au plus petit , et 
par les sommets c',d,e‘ etc. de ce nouveau polygone , 
je mène des parallèles à ses côtés c'B', dG , d D' : il 
est bien évident que si l’on joint les sommets du petit 
polygone avec ceux du polygone construit et les au- 
tres points obtenus , on décomposera le volume pri- 
mitif, d’abord en un prisme ayant pour base le 
petit polygone , et pour hauteur celle du solide 
donné, ensuite en une série de prismes triangulaires 
reposant sur la base supérieure par une de leurs 
faces latérales , et ayant pour hauteur celle même 
du corps donné , et enfin en une série de pyramides 
ayant également la même hauteur. Or, on sait qu’un , 
prisme a pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur, c’est-à-dire S,XH, et puisque dans un 
prisme toutes les sections parallèles aux bases sont 
égales entre elles et à ces bases , l’expression S. xH , 
dans le cas d’une section intermédiaire faite à égale 
distance des bases , pourra être remplacée par cette 
autre 


>- 

* 
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(S.-MS’+S.) 

l étant la moitié de H ou la distance entre les sec- 
tions -, dans le cas de trois sections par cette autre 

(S l +4S'+3S"+4S'"+S,) 

\ 

l étant le quart de H et ainsi de suite. Chaque prisme 

triangulaire reposant par une face latérale, est égal à 

la moitié du parallélipipède de même base et de 

même hauteur, ainsi conservant les mêmes notations, 

•i S.xH i . 

il a pour mesure — ; mais pour une seule section 

à égale distance des bases , S' est la moitié de S, , 
ainsi on peut remplacer cette expression par 

(S 1+ 4S'+S,)g, 

i 

et pour trois sections équivalentes entre elles par 

{S i +4S'+2S"+4S"'+sj^, 

' * . / * 

ainsi de suite. Enfin chaque pyramide a pour mesure 

H 

le produit de sa base par sa hauteur, ou S , X — ; pour 

une seule section à égale distance du sommet et delà 
base , 

S'=-S„ 

3 

donc l'expression précédente peut aussi se mettre 
sous la forme 

(S.+4S+S,) 
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• et dans le cas de trois sections , sous celle-ci 

• . J 

(S,+4S'+2S"+4S"'+S,) 1 , 

. 3 

ainsi de suite. 

D’après cela , le théorème de Thomas Simpson 
existe pour chaque corps élémentaire dans lesquels 
le solide a été décomposé , donc il est démontré dans 
toute sa généralité , car quoique nous ayons conservé 
les mêmes notations pour plus de simplicité , il est 
évident que les bases et les sections du solide donné 
sont formées de la somme de celles qui leur corres- 
pondent dans tous les volumes élémentaires dont il 
se compose. 


DIVISION D’UN ANGLE EN PARTIES ÉGALES. 

' Il ne s’agit évidemment ici que de la division d’un 
angle en un nombre quelconque impair de parties 
égales. 

Les solutions données j usqu a présent de la trisec- 
tion de l’angle s’appuient sur l’emploi de courbes 
obtenues par des intersections de lignes se coupant 
sous des angles très-aigus, et par suite très- in- 
certaines. , 

Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que 
l’angle donné est plus petit que 2 d : le cas contraire 
se déduira de celui-là sans difficulté. 

1 ° Diviser l’angle MAN en trois parties égales. 

Fig 3 Cette question serait résolue si l’on parvenait à 
inscrire dans l'angle une portion de polygone formée 
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1 

♦le trois lignes BC , CD et DE égales entre elles, et à 
une longueur quelconque K , et placées de telle sorte 
que les trois triangles BAC , CAD , DAE fussent 
isocèles; ces triangles seraient égaux entre eux ,• et 
par suite aussi les trois angles en A. 

Pour arriver à ce résultat , remarquons que la Fig. 4 
base CD du triangle intermédiaire , lorsquelle sera 
dans la position cherchée , sera évidemment perpen- 
diculaire à la ligne qui divise l’angle en deux parties 
égales , et de plus coupée en son milieu par cette 
ligne ; si donc on divise l’angle MAN en deux par- 
ties égales par la ligne AP, et qu’on lui mène une 

» ' r , K, 

parallèle FGà une distance égale à—, on sera as- 

suré que le point C devra se trouver sur la ligne FG. 

Si du point A, comme centre, on décrit avec des 
rayons variables une série d’arcs de cercle concentri- 
ques op, dp' , o p”, etc. , que des points o,d ,o"o" , etc. , 
où ces arcs coupent la ligne AM, pris successive- 
ment comme centres, on décrive avec un rayon con- 
stant et égal à K , de nouveaux arcs qui coupent 
chacun des premiers aux points ; •,/*’,/■" etc., la succes- 
sion des points d’intersection sera telle que chacun 
des triangles oAr, o'Ai J , d'Ar", etc. , dont le sommet 
est en A , sera isocèle , aura un côté appuyé à AM „ 
et aura sa base égale à la longueur K : si donc on 
réunit tous les points , tels que etc. par une 

courbe , l’intersection de cette courbe avec GF dé- 
terminera le point C ; le point D sera déterminé par 
symétrie , en menant 01 symétrique à GF par rap- 
port à AP, et en décrivant du point A avec AG pour 
rayon l’arc BCDE. 
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On voit de prime abord que la courbe de recherche 
etc. , reste la même quel que soit l'angle , et 
qu’ainsi la même courbe peut servir à la division de 
tous les angles : on peut donc construire d’avance un 
patron avec les plus grands soins pour en faire usage 
dans les arts. 

Quoique cette courbe n’appartienne pas à la géo- 
métrie élémentaire , sa construction simple , et à la- 
quelle on est directement amené sans l’emploi des 
équations algébriques, met immédiatement sur la 
voie pour découvrir quelques-unes de ses propriétés : 
ainsi plus les rayons des cercles concentriques aug- 
ment , plus la corde constante se rapproche en di- 
rection de la perpendiculaire à AM : cette courbe a 
donc une asymptote parallèle à AM , et distante de 
cette ligne de la quantité K , longueur constante de 
la corde. • , * . .... 

La direction de cette asymptote indique que la 
courbe ne saurait manquer de rencontrer la ligne pa- 
rallèle à celle qui divise l’angle en deux parties égales, 
et par conséquent , la solution est toujours possible. 

L’équation de la courbe dont il s’agit , est , comme 
on va le voir, assez simple. 

5. Supposons qu’on décrive une série d’arcs concen- 
triques dont le centre soit en un point O pris sur une 
ligne OX , et que des points tels que Q , où ces arcs 
coupent cette ligne, on décrive avec un rayon constant 
et égal à K d’autres arcs qui eôupent les premiers en 
des points telsqueM; on demande l’équation qui re- 
présente le lieu géométrique de ces derniers points. 

Soit O l’origine des coordonnées , et OX l’axe des 
x , on aura 
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ÔM = MP+ÔP, et MQ==MP + PQ. 

Soit rie rayon variable qui, dans la figure , est re- 
présenté par OM j et OQ le rayon constant repré- 
senté par K , ces deux équations deviennent 

r'=x'+y\ K*=y+(r— x)V 

si entre elles on élimine r, on aura l’équation de la 

courbe qui est alors 

• / • ‘ * ** . 

y'+{Vÿ+ï'—x)=K'-. 

cette dernière équation, après en avoirfait disparaître 
le radical , se réduit à celle-ci s 

K‘ 

y+xy— K’(x’+y)+y =o ; 

elle est du quatrième degré parce qu’elle est propre 
à deux courbes symétriques. La généralité de l’ana- 
lyse exprimant simultanément le cas où les intersec- 
tions de cercles se font du côté des x positifs , et celui 
où elles sont du côté des x négatifs; elle ne contient 
x et y qu’à des degrés pairs : la courbe est donc sy- 
métrique par rapport aux deux axes ; elle donne 
facilement les points où les axes sont coupés par la . . 
courbe; résolue par rapport à x , elle fait voir que x 
devient infini, lorsque j^=K. La courbe a donc deux 
asymptotes parallèles à l’axe des x , ainsi qu’on l’a- 
vait déjà prévu. 

On remarque également que l’équation de la 
courbe ne contient d’autre constante que la quantité 
K, qui peut être prise arbitrairement : donc , comme 
nous l'avons observé , la même courbe peut servir 
pour tous les angles. 
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L’équation polaire de la courbe est remarquable 
par sa simplicité. . 

Soit toujours r le rayon variable , ? l’angle qu’il 
fait avec l’axe des x , on aura les trois équations : 

K 1 = t y , +(r — x)’, y=r&m.y, x=rcas.f, 

en éliminant xet y , on trouve pour l’équation po- 
laire cherchée 

* • K’ 

/•»=— 

2(1 — cos.<p) 

Non seulement cette solution est élégante , mais 
encore la constance de la courbe conduit à des pro- 
' cédés graphiques très-simples, car, comme nous l’a- . 
vons remarqué, il suffit d’un rapporteur construit 
convenablement pour opérer toute trisection. 

Ce que cette solution ofire de plus remarquable, 
c’est qu’à l’aide d’une simple modification elle s’ap- 
plique au cas le plus général ; c’est ce que nous al- 
lons montrer dans ce qui suit : 

Fig. 6. 2 " Diviser l’angle MAN en cinq parties égales. 

La solution de ce problème consiste encore évidem- 
ment à inscrire dans l’angle MAN une portion de 
polygone BCDEFG de cinq côtés égaux entre eux , 
et à une longueur arbitraire K , et tels d’ailleurs que 
les angles en A compris entre les lignes AM , AC , 
AD , etc. soient égaux , ou que les triangles formés 
par ces dernières soient isocèles. 

On voit encore que la base DE du triangle inter- 
médiaire est perpendiculaire à la ligne qui divise 
l’angle donné en deux parties égales : en sorte que 
si l’on mène à cette dernière un parallèle PQ à la 
K 

distance — , cette ligne devra contenir le point D. 
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Si du point A comme centre on décrit avec des rayons 
variables une série d’arcs de cercle concentriques 
op,o'p',o"p", etc., que des points o, o'. o'',etc., où ces 
arcs coupent la ligne AM, pris successivement comme 
centres, on décrive avec un rayon constant K des arcs 
qui coupent chacun des premiers aux points s, s', s" ,etc. , 
et que de ces derniers points on décrive de même et 
avec le même rayon des arcs qui coupent les cercles 
concentriques en des points r,r ,r", etc., la succession 
des derniers points d’intersection sera telle que cha- 
cun des trianglesoAr, okr 1 , oAr", etc., dontle sommet 
est en A , sera isocèle , aura un côté appuyé à AM, et ( 
aura sa base égale à la longueur K ; si donc on réunit 
tous les points r, r, r", etc. , par une courbe, l’intersec- 
tion de cette courbe avec PQ déterminera le point D, 
duquel on conclura le point E : si on divise les an- 
gles MAD, NAE en deux parties égales par les li- 
gnes AX, AY , et que de ce point avec un rayon AD 
on décrive un arc de cercle , on obtiendra les som- 
mets B,C,F,G : ou bien des points D et E avec un 
rayon K on décrira des arcs qui couperont AX , AY 
en C et F, et agissant de même en ces derniers 
points on obtiendra B et G. Le problème est donc 
résolu. 

On voit encore ici que la courbe de recherche reste 
la même quelque soit l’angle , et qu’ainsi un patron 
construit avec soin peut servir à la division de tous 
les angles. 

On doit remarquer que cette solution ne diffère de 
celle de la trisection , qu’en ce que le polygone à 
inscrire est de cinq côtés , et qu’on inscrit deux fois 
la longueur K au lieu d’une, dans les cercles concen- 
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triques pour obtenir les points successifs de la courbe 
de recherche. La raison de cette modification est 
évidente. 

De même pour diviser un angle MAN en sept 
parties égales, il suffirait d’inscrire une portion de 
polygone de sept côtés et d’inscrire trois fois la lon- 
gueur K dans les cercles concentriques à partir des 
points d’intersection de ces derniers avec le côté AM : 
la courbe de recherche serait encore constante. Ainsi 
de suite. 

Donc, en général , pour diviser l’angle MAN en un 
nombre impair quelconque «+ 1 de parties égales , 
il faudra inscrire un polygone de n + 1 côtés dans 

l’angle, et porter la longueur arbitraire A — fois sur 

y < 2 

les cercles concentriques à partir de leurs intersections 
avec le côté AM : on obtiendra toujours ainsi le côté 
du polygone perpendiculaire à la ligne qui divise 
l’angle en deux parties égales , et le problème sera 
entièrement résolu ou ramené à une question plus 
simple. Nous avons vu qu’il l’est entièrement dans le 
cas où th- i =5 ; si n-|- 1=7, on arrive à la division d’un 
angle en trois parties égales, etc. 

" Dans tous les cas la courbe de recherche étant con- 
stante pour les divers angles, on peut construire 
avec exactitude des patrons qui seront employés 
avantageusement pour la construction des engre- 
nages. 

On peut faire usage de la trigonométrie pour ré- 
soudre la question précédente; la solution qui en 
résulte est loin d’être aussi simple que celle que nous 
avons donnée ; mais elle présente un résultat remar- 
quable que nous allons faire connattre. 
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Proposons-nous, par exemple, de déterminer 
le sinus du tiers d’un angle donné par son sinus. 

Soit a le plus petit de tous les angles qui ont pour 
sinus la ligne donnée ; tous les arcs qui répondent à 
la question sont compris dans les formules 


sin. 


/ aAîr+a\ 


. f ikic+it — a\ 

et sm.^ ^ J 


A 3 / " — * 3 

k désigne la demi-circonférence et k un nombre en- 
tier quelconque. Substituons à la place de k les nom- 
bres représentés par 

3if, 3'tf+i, 3 k'+z-; 

il vient pour la première des valeurs précédentes, 


sin. 


(6k'i r+a^ . ^ôA'Tr-f-XTr+â^ ^6 A / jt+4’H-ï 


SIQ 


a 3 

qui se réduisent à 

. « 
0) S'n.jj, 

et pour la seconde 

)• 


)■ 


sm.l 


(a) sin 


1n+a 


(3) sin. 


4ir+a 


. fôk'-K+Tr—a 
SID. I 

V 3 


. / av ■ k+itï+t- 

m \ 3 


-)» sin -( 


6k'v+f\.v+n — a’ 


) 


qui se réduisent à 


' . JT a ». . 2JT+JT — a . . 4 7T+7T a 

(4; Sin.— , (5) sin. — , (6) sinA — . 


On aurait pu de suite déduire ces dernières des 
trois premières en remplaçant simplement l’arc a par 
7t— a : quoi qu’il en soit, on voit que les réponses à la 
question sont au nombre de six , mais avec un peu 
d’attention on reconnaît qu’elles sc réduisent à trois : 
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' en effet , on sait que deux arcs ont le même sinus 
lorsque leur somme donne lieu à un nombre exact 
de demi-circonférences ; or (i) et (5) sont égaux, 
puisque 

a 27 T+- 1 T a 

_ 4. . =rr 

3 3 ’ 

il en est de même pour ( 2 ) et (4)> puis (3) et (6). Ainsi 
il n’y a que trois réponses à la question, ce qui s’ac- 
corde avec l’équation du troisième degré qui donne 
**' ?* le sinus du tiers en fonction du sinus de l’arc donné. 
Construisons maintenant ces trois racines : soit 
AB l’arc donné, et supposons que par un moyen 

quelconque on ait trouvé KP=sin. ^ a : d’après ( 2 ) si 

l’on porte le tiers de la circonférence de K en K', et 
les deux tiers de K en K" , il est évident que les lignés 
K'P',K"P" perpendiculaires au diamètre AA', repré- 
senteront les deux autres racines de l’équation ; d’où 
, l’on conclut qu’une des racines étant connue, les 
deux autres s’obtiennent en construisant le triangle 
équilatéral in sait qui aura pour sommet l’extrémité 
de l’arc correspondant à la première racine T et en 
abaissant des perpendiculaires des deux autres som- 
, mets sur le diamètre. 

S’il s’agissait du sinus du cinquième d’un arc, on 
substituerait à la place de k les valeurs 

3 k', 3/^+1, 3^+2, 3^+3, 3^44, 

et les valeurs qui répondraient à la question seraient 
évidemment 


sin.t., sm.- 

5 


2r+a 


sin. 


4 ■+* 


6 ir+a 




sin.- 


sin. • 
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d’où l’on concilierait qu'une des racines étant con- 
nue, les quatre autres s'obtiendraient en construisant 
le pentagone régulier inscrit et ayant pour sommet 
l’extrémité de l’arc correspondant à la racine 
connue. : 

a 

En général, connaissant une valeur de sin.-, 

° t n . 

pour obtenir les n — i autres valeurs , il suffira de 
construire le polygone régulier inscrit de n côtés et 
ayant un sommet a l’extrémité de tare correspon- 
dant à la première valeur trouvée. 

Ce résultat est très-remarquable. 

1 i 1 Fiir 8 

La construction que nous avons donnée pour diviser 8 ‘ * 

un angle en trois parties égales , suppose que l’angle 

est plus petit que deux droits. Mais il est facile de 

voir que tous les cas se déduisent de celui que nous 

avons expliqué ; en effet , soit acb — a un angle aigu 

que l’on sait diviser en trois parties égales , il s’agit 

d’obtenir le tiers des arcs ad , dea, aeb : or 

» . » nd a 

i ad= 180 — a, — = 6 o° — -, 

ainsi prenant dm = * , et mn = 60 , dn sera le tiers 
de ad. * 

, „ „ dea „ . a. -- 

a» dea= 1 8o°-fa, — = 6o + - ; 

5 J * 

ainsi prenant ep = ^ et pq — oo°, eq sera le tiers 

de dea ; * , ■ • 

aeb 


3 ° aeb= 36 o- 


„ -= 1 io° — 

3 3 


On voit que le problème revient à diviser la circon- 
férence ou la demi -circonférence en trois parties 
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égales ; ces arcs étant également divisibles par cinq, 
on voit que l’on pourra appliquer une solution sem- 
blable dans le cas où il s’agira de diviser un angle en 
cinq parties égales ; mais il n’en est plus de même 
pour la division en sept parties égales, et ainsi de 
suite : alors on aura recours à la méthode des sinus 
que nous avons fait connaître. 

• . » \ « 

, «i* ' , ' -, , * ' i . ", ' ' - • 

ASYMPTOTES. 

Nous nous proposons de montrer ici l’emploi avan- 
tageux que l’on peut faire des coordonnées polaires -- 
dans la recherche des asymptotes des courbes. 

z représentant le rayon vecteur et ? son angle 
avec l’axe des x supposé horizontal , l’équation 
d’une courbe en coordonnées polaires est en général 
z=f{<j) ■. il est facile de reconnaître si cette courbe 
a une asymptote ; car si d’un point quelconque ,m 
de cette courbe on abaisse une perpendiculaire mp 
0 sur une droite PF’, sur laquelle il y a un point de 
la courbe situé à l’infini ( cette droite se trouvera 
toujours en cherchant les valeurs de <f , pour lesquel- 
les z = ao ), on aura 

mp— z sin. (a — <p)==/(?) sin.(a — <p) : 

il suffit alors de chercher la limite de cette valeur ; si 
mp diminue constamment pour atteindre zéro à l’in- 
fini, la droite FF’ est une asymptote de la courbe , si 
mp s’approche d’une quantité constante qui est sa 
limite, la droite FF’ est une parallèle à uneasymp- - 
tote : dans tous les autres cas la droite rencontre la 
courbe. ■' * ' • 


1 , * ‘ , , ’ 
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Considérons , par exemple , les courbes du pre- 
mier degré ou les lignes du deuxième degré. En 
supposant le pôle à l’origine des coordonnées , l'é- 
quation polaire générale est . ' 

z , (Asin.*f+Ccos.’<p+Bsin.çcos.ip)+z(Dsin.f+Ecos.iy)4-F=o, 
d’où 

. . / , * 

— (D#»n^ + Eco$4>) ± J/ D3sin><^ B a co*a<? -f 3EDsin<î>cos<ç» — 4F( Asin*9 -(- Ccos*$ 4- Biin^ct»^ 

u(\xia*Q -f-Cco*>^- 4 - B«in<?co9<?). 

pour qu’il y ait asymptote , il faut évidemment que 
z = oo ou que 

Asin.’tp+Ccos.’ip+Bsin ,<pcos .<p = o, 

ce qui revient à 

CB 

. Atang.* ? +- '+- tang. ? =o, 
d’où l’on tire 

B . 

tang.ç = -± V B' — 4AC : 

2A 

. . • • J * . • 

on voit donc qu’il n’y u d’asymptotes que dans le cas 
de B’ — 4 -A-C>-o , c’est-à-dire dans le cas de l’hyper- 
bole , qui a deux asymptotes symétriques par rap- 
port à l’axe des x ; mais on voit qu’ici l’application 
de la méthode ci-dessus serait très-compliquée, et 
qu’il serait trop long de calculer la perpendiculaire 
qui détermine complètement l’asymptote. 

Pour faire une application complète aux lignes du 
deuxième degré , faisons usage de leur équation po- 
laire rapportée au foyer. P étant le demi-paramètre, 
cette équation est 

P 

I «ICOS.ÿ 
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( m représente le rapport entre les distances d’un 
point quelconque de la courbe au foyer et à la direc- 
trice; et l’on sait que l’équation représente une el- 
lipse , une parabole ou une hyperbole suivant que 
i to=» , m>i. ) 

Nous avons généralement , 

/rc/i=zsin.(a — ip)=/^<p)sin.(a— <p) : , 
dans le cas dont il s’agit , cette équation devient v 


P ' * P 

mp= - sin. (a — ®) = sin. (a — ®} ; 

r i — /ncos.® / i \ 

or à la limite z = oo et par suite i — mcos. <j>=o d’où 

cos <p= — : la valeur précédente se change en 

Psin.(a — <p) P sin. (a — a) 

mp—— ■ = — . 

m(cos.a— co*.<p) m cos. a — cos.<p 

m . a+<p . a — a ’ 

* 2 sin. sin. - 

2 2 

en vertu des valeurs connues de 

, , ■ ( t s 

cos .{a — b) — cos . [a+b) = 2 sin . <zsin ,è, 


sin.2<z= 2sm.<zcos.<z ; 


supprimant le facteur commun , il reste 

P -(?j 

mp= , 

m . fa+fs 
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i 

à mesure que z augmente ou que le poiut rn s’é- 
loigne, l’angle <? se rapproche de a et à la limite « = <f ; 
alors 

P i 

m»=— t — ' 
m sin.a 


or 




et par suite 



on voit d’après cela que mp n’est réel que dans le cas 
de m>i , c’est-à-dire dans le cas de l’hyperbole. Ainsi 
les deux asymptotes de l’hyperbole sont complète- 
ment déterminées. 


SECTIONS CONIQUES. 

Nous allons faire voir comment, à l’aide de con- 
sidérations géométriques simples et élégantes, on 
peut démontrer que les sections d’un cône droit cir- 
culaire par un plan , sont des courbes du premier 
degré , comment on peut déterminer leurs foyers et 
les propriétés de leurs rayons vecteurs. 

Soit ASB un cône circulaire coupé par un plan pig.io 
quelconque AB , soit de plus AMB la courbe d’inter- 
section rabattue. Supposons une sphère CDF in- 
scrite dans l’espace enfermé par la surface conique et 
le plan sécant ; elle touchera le plan en un point F 
et la surface conique suivant un cercle GND , dont 

' K’ ? 

'l£. 
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le plan prolongé ira couper le plan sécant suivant 
une droite KP : cela posé , je dis que les distances 
delà droite KP et du point F à un point quelconque 
M de la courbe , intersection du cône avec le plan 
sécant , sont dans un rapport constant , c’est-à-dire 


que si MP est perpendiculaire à KP , le rapport 
est invariable quel que soit le point M de la courbe. 


MF 

MP 


En effet , supposons que le plan ASB soit celui 
qui passe par l’axe du cône et par le point F, auquel 
cas il est perpendiculaire au plan sécant et au plan 
du cercle CND qu’il coupe suivant la droite KB et 
KD ; il s’ensuivra que l’intersection KP de ces deux 
plans sera elle-même perpendiculaire au plan ASB , 
et par conséquent que MP perpendiculaire à KPsera 
parallèle au même plan. Donc, si par cette droite 
MP et par le sommet S du cône on fait passer un 
plan , il coupera le plan ASB suivant une droite SL 
parallèle à MP et par süile au plan sécant ; il ren- 
contrera en outre le plan CND suivant la droite PL, 
et la surface conique suivant la génératrice SM , les- 
quelles droites se rencontrent elles-mêmes en un 
point N qui est précisément le point de contact de 
la génératrice avec la sphère. Maintenant ces deux 
droites forment avec les parallèles SL, MP deux trian- 


gles semblables qui donnent la proportion 


SN _MN 
SL “MP : 


or le rapport ^ est invariable parce que, quel que 


SL 


soit le point M , la droite SN sera toujours la dis- 
tance du sommet S à la circonférence CND dont 
tous les points sont également éloignés du sommet S , 
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et que tous les plans MPS viendront couper le plan 

' - MN 

ASB suivant la droite SL ; donc le rapport — ~ est 

ri MP 

aussi invariable ; mais les droites MON et MF sont 
constamment égales comme étant des tangentes à la 
même sphère et menées d’un même point extérieur 

MF 

M : donc , enfin le rapport est constant quel que 

soit le point M. Or l’on sait que 6i l’on cherche une 
courbe telle que les distances de l’un quelconque de 
ses points à un point fixe et à une droite donnée , 
soient dans un rapport constant, on trouve que c’est 
une courbe du premier degré ayant le point fixe pour 
foyer -et la droite pour directrice. On conclut de là 
que f intersection ci-dessus est une courbe du premier 
degré dont F est le foyer et KP la directrice. 

Si l’on abaisse du point S une perpendiculaire sur 
le plan CND , son pied sera le centre du cercle de 
contact CND. Or la propriété des obliques à un plan 
menées d’un même point extérieur , nous apprend 
que .SL sera toujours plus grande que SN quand le 
point L sera hors <iu cercle CND , qu’au contraire 
elle sera plus petite lorsque le point L sera dans l’in- 
térieur, et qu’enfin ces deux droites seront égales 
quand le même point sera sur la circonférence , c’est- 
à-dire au point D. Par conséquent les deux rapports 

, SN MF t ' 

égaux — et — - seront plus petits que 1 umte quand 
bL JVlx »’ f 

le plan sécant , qui est parallèle à SL , rencontrera 
la génératrice SB du même côté du point S qu’il 
rencontre la génératrice SA; au contraire ils seront 
plus grands que l’unité s’il rencontre ces deux généra* 
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trices de différents côtés par rapport au point S ; et , 
enfin ils seront égaux à l’unité lorsque le plan 
sécant sera parallèle à SB ; car dans ces trois posi- 
tions du plan sécant , le point L est respectivement 
hors de la circonférence , ou dedans , ou sur la cir- 
conférence :'donc , d’après ce que l’on sait , la sec- 
tion conique est une ellipse , une hyperbole ou une 
parabole , suivant que l’un de ces trois cas a lieu ; 
et dans tous les cas les foyers de la courbe sont les 
points de contact du plan sécant avec les sphères 
inscrites entre ce plan et les nappes du cône : d’où il 
est encore facile de conclure que les foyers sont situés 
sur le grand axe de la courbe , que l’ellipse a deux 
foyers intérieurs , que l’hyperbole en a deux situés 
dans les deux branches , et que la parabole n’en a 
qu’un. 

Reprenons le cas de l’ellipse et inscrivons deux 
iig u. sphères tangentes, l’une au-dessus, l’autre au-dessous 
du plan sécant , et dont les points de contact avec 
ce dernier' soient F et E ; ce sont les foyers de l’el- 
lipse : considérons un point quelconque M de l’el- 
lipse , et supposons que CIH , DKL sont les cercles 
de contact des sphères avec le cône. 

MF et MI étant des tangentes menées du même 
point à la même sphère , sont égales en vertu de la 
propriété des obliques , et on a 

y MF=MÏ 

de même 

ME=MK, / 

d’où 

MF+ME=MI+MK=AC+AD=-HB+BL (.); 
mais on a par la même raison, 
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AC=AF,AD=AE, 

(a) AC+AD=AF+AE ; 
HB=BF,BL=BE, 


(3) HB+BL=BF+BE ; 

en vertu de ( i) les deux égalités a et 3 reviennent à 
AF+AE=BF+BE : 

retranchant FE de part et d’autre , il reste 
aAF=aBE ou AF=BE; 

donc 

HB+BL=BF+AF=AB , 

donc enfin 

MF+ME=AB: 

t » 

donc la somme des deux rayons vecteurs est con- 
stante et égale au grand axe. 

Passons au cas de l’hyperbole , en observant sim- Fig. ia. 
plement que les deux sphères tangentes sont si- 
tuées dans les deux nappes du cône : on a comme 
précédemment. . * 

MF=MI > ME=MK, MF— ME=MI— MK=KI 
=AD— AC=HB — BL: 

de même 

AC=AF, AD=AE, AD— AC=AE— AF, HB=BF, 

BL = BE, HB— BL = BF — BE, AE— AF = BF— BE, 

ajoutant de part et d'autre FE , il vient 

aAE=aBF 

ou ' * . 

AE=BF, 
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HB-BL=AE— BE=AB , 

MF— ME=AB : 

donc la différence des rayons vecteurs est égale au 
grand axe. 

• > ^ 

. • % . \ '■ 

COMPOSITION DES FORCES. 

Il n’est question dans ce qui va suivre que de la 
composition de deux forces concourantes, dégagée 
entièrement de la considération des forces parallèles 
dont la composition se déduit très -simplement de 
celles des premières. 

i» La résultante de deux forces égales concourant 
à un même point, est dirigée suivant la diagonale du 
parallélogramme formé sur les deux composantes. 
F»g. i3. Ainsi , P et Q étant deux forces égales représentées 
en grandeur et en direction par les droites ab , bc , 
leur résultante R est dirigée suivant la diagonale bd 
du losange badc : cela est évident , car il n’y a pas 
de raison pour qu’elle se trouve dirigée à droite ou 
à gauche de cette ligne. 

Il résulte de là que les deux forces données peuvent 
être remplacées par deux forces P et Q dirigées sui- 
vant les droites cd et ad : en effet , on peut appliquer 
suivant cd , deux forces P agissant en sens contraire, 
et que nous désignerons par P et — P : de même on 
peut appliquer suivant ad deux forces Q et— Q : or, 
les deux forces données produisent une résultante R. 
agissant suivant bd , tandis que les deux forces — P 
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et — Q produisent aussi une résultante R agissant 
suivant db, et qui détruit la précédente par consé- 
quent le système se réduit à deux forces P et Q, diri- 
gées suivant cd et ad , et représentées en grandeur 
par ces droites. 

a 0 La résultante de deux forces concourantes quel- 
conques commensurables entre elles , est dirigée sui- 
vant la diagonale du parallélogramme formé sur les 
composantes. (Parallélogramme des forces.) 

Soient P et Q deux forces qui sont entre elles dans Fig. i4- 
le rapport m : n, représentées en grandeur et en di- 
rection par les deux droites ab, bc, leur résultante R 
sera dirigée suivant la diagonale bd du parallélo- 
gramme abcd. En effet, divisons la droite ab' en m 
parties égales , dont chacune représentera une force 
P 

p= — , et par chaque point de division menons des 

parallèles à la force Q : de même divisons la droite bc 
en n parties égales , dont chacune représentera une 

force q = ~^, et par chaque point de division menons 

des parallèles à la direction de la force P. En partant 
du point de concours, les premières forces p et q peu- 
vent , d’après ce qui précède , être remplacées par 
deux autres de même grandeur, agissant suivant il' 
et eb' : on voit encore que la force p agissant suivant 
ib’ et la deuxième force q peuvent être remplacées 
par deux autres dirigées suivant b' b" et gb' ... ainsi 
de suite, en sorte que la première force p se trouve 
transportée sur la droite cd, et toutes les forces q sur 
la ligne ih . par une opération semblable , on trans- 
porterait la deuxième force p sur la ligne cd, et toutes 
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les forces q sur la ligne Im , et par suite on arrivera 
à avoir les m forces p sur le côté cd et les n forces q 
sur le côté ad. Chaque groupe est composé de forces 
égales agissant dans le même sens , et ayant une ré- 
sultante égale à leur somme dans la direction com- 
mune. Le premier groupe se réduit donc à une force 
mp=P agissant suivant cd , et le deuxième à une 
force nq = Q agissant suivant ad : ainsi , la résul- 
tante R des deux forces P et Q passe par le point d : 
donc elle est dirigée suivant la diagonale bd du pa- 
rallélogramme des forces : donc , etc. 

On établirait comme on le fait dans tous les trai- 
tés de statique , que le théorème précédent subsiste 
dans le cas de deux forces incommensurables, et que la 
résultante est représentée en grandeur par la diago- 
nale du parallélogramme des forces. 

La composition des forces concourantes nous semble 
ainsi réduite à sa plus grande simplicité. 


PROBLÈME GÉNÉRAL DES DISTANCES. 

• • • • * % v . '•* •• 

Le problème général des distances peut être énoncé 
ainsi qu’il suit : 

Étant donné un certain nombre de points maté- 
riels , déterminer le point de l’espace dont la somme 
des distances aux points donnés est un minimum. 

La solution de ce problème renferme évidemment 
celle de plusieurs questions dont quelques-unes se 
rapportent à l’art de l’ingénieur, telles que l’établis- 
sement d’un quartier-général ou celui d’un pont pour 
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le passage de divers corps disséminés , la répartition 
la plus convenable des remblais sur un terrain dé- 
terminé , et cette dernière est très-importante dans 
les constructions. 

En soumettant au calcul les données du problème 
général, on tombe sur des équations très-compli- 
quées dont on ne peut tirer aucun résultat; ce n’est 
que par une autre voie que l’on peut arriver à un ré- 
sultat satisfaisant. 

Nous diviserons ce problème en deux parties , et 
nous examinerons d’abord le cas où les points donnés 
sont isolés, et ensuite celui où ils sont continus. 

Premier cas où les points donnés sont isolés dans 
l’espace. 

La solution directe de ce problème conduit à des 
équations hérissées de radicaux inextricables que l’é- 
lévation au carré est impuissante à faire disparaître : 
en voici une solution qui permettra d’approcher in- 
définiment du point cherché. 

Soient a, a t , a,, a,, .a m les points donnés con- Fig. i5. 

sidérés comme autant d’anneaux infiniment petits 
qui seraient fixes. Soit o un autre anneau infiniment 
petit supposé mobile : fixons invariablement l’extré- 
mité d’un fil au point a , et faisons-le passer succes- 
sivement dans tous les anneaux , en suivant l’ordre 

que voici, aoa , a,oa,. a,oa„ a&a, a m oa m , puis 

ayant attaché un poids quelconque à l’extrémité libre 
du fil, laissons-le pendre verticalement au-dessous 
du dernier point a m : l’anneau mobile o se mouvra 
jusqu’à ce que le poids soit descendu le plus bas pos- 
sible , et alors ce point sera en équilibre sous l’action 
de forces égales qui le sollicitent vers les points don- 
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nés , et, de plus , la somme des distances ou fils inté- 
rieurs no, ap, ap, ap a„ o sera la plus petite pos- 

sible , puisque la portion de fil comprise entre le 
poids et le point a m sera elle-même la plus longue 
possible. Ainsi le point o sera alors le point cherché. 

Cette solution mécanique est facilement appli- 
cable ; il suffira d’opérer sur une petite échelle dans 
un lieu quelconque , c’est-à-dire , en exécutant ce 
que nous avons indiqué ci-dessus, et on arrivera 
ainsi très-exactement à la détermination du point 
demandé. 

Fij. 16. On peut encore, à l’aide de ce qui précède, ob- 
tenir géométriquement un point qui diffère aussi 
peu que l’on veut du point cherché ; en effet , ayant 
pris dans l’espace un point- o (qu!on aura lieu de 
croire le plus près de celui que l’on cherche ), on 
construira la résultante des forces égales qui le solli- 
citeraient vers les points donnés ; on prendra sur 
cette résultante une très-petite droite oo, que l’on 
considérera comité le premier côté du polygone infi- 
nitésimal que le point o doit décrire pour se rendre 
à sa position , d’équilibre ; agissant ensuite sur le 
point o, comme on. yient de le faire sur le point xr, 
on obtiendra un deuxième côté op, , et on continuera 
ainsi de suite jusqu’à ce que l’on arrive à un point 
pour lequel la résultante des forces égales dirigées 
vers les points donnés soit nulle ou presque nulle. Ce 
point sera extrêmement près du point cherché. 

Fig. 17. Cette solution se compose uniquement d’une suite 
de constructions de résultantes, de forces égales et 
concourantes , constructions qui . sont extrêmement 
simples, car pour trouver , par exemple, la résul- 
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tante des forces égales ao, ob, oc et od , on fera suc- 
cessivement ab égal et parallèle à ob , b'c égal et 
parallèle à oc, dd! égal et parallèle à or£,e t od T sera la 
résultante cherchée. Quel que soit le nombre des 
côtés du polygone ab'c'd' , etc., le dernier côté, c’est- 
à-dire la ligne qui le ferme , représente la résultante. 

Cette solution est très-simple , et si on l’applique à 
quelques cas particuliers , on sera étonné d’arriver 
très-promptement à une approximation suffisante. 

S’il s’agissait de trouver un point tel que p fois sa 
distance au premier point donné , plus q fois celle au 
deuxième, plus r fois celle au troisième , etc., soit un 
minimum , il suffirait de construire des résultantes 
proportionnelles aux nombres donnés p, q , r, etc. 
C’est un cas qui se présente dans la pratique. 

On peut à priori vérifier pour quelques cas parti- 
culiers l’exactitude du résultat statique qui forme 
la base de notre solution. 

Par exemple , soient A, B,C trois points donnés ; Fig. 
le point cherché se trouve évidemment à l’intersection 
de deux segments capables de l’angle de 120° et dé- 
crits sur BC et AB. 

Soient encore quatre points A, B, C, D situés dans Fig. 
le même plan ; pour que quatre forces égales siluées 
dans un même plan et émanant d’un même point se 
fassent équilibre , il faut , et il suffit qu’elles soient 
deux à deux dans le prolongement l’une de l’autre : le 
point cherché s’obtiendra donc par l’intersection des 
deux lignes AC et BD ; dans le cas où les points don- 
nés sont situés d’une manière quelconque dans l’es- 
pace , la détermination du point cherché se réduit à 
la construction de trois segments sphériques. 
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Une fois notre résultat statique établi , on peut fa- 
cilement le traduire en équation , et il suffit d’expri- 
mer les équations d’équilibre d’un point sollicité par 
des forces égales dirigées Ter s des points donnés , et 
alors le point se trouve déterminé : cela n’offre pas de 
difficultés. On peut, en suivant une marche analogue, 
chercher quel est le point équilibré par des forces di- 
rigées vers les points donués et proportionnelles di- 
rectement ou inversement aux distances de ce point 
aux points donnés , ou aux carrés de ces distances, ou 
bien aux cubes de ces distances. Dans tous les cas , 
les équations sont faciles à établir : s’il s’agit de forces 
inversement proportionnelles aux carrés des dis- 
tances , on trouve que le point cherché est le centre 
de gravité de tous les points donnés; d’où l’on tire 
sans effort cette conséquence remarquable , que : 
Le soleil occupe ou tend sans cesse à occuper le 
centre de gravité de son système planétaire. 

Revenons au problème primitif ; 

Le cas des points isolés est évidemment le seul qui 
se présente dans la pratique , et il comprend la solu- 
tion des diverses questions que nous avons énoncées 
au commencement de cet article, car on peut toujours 
remplacer une continuité de points matériels par leur 
centre de gravité : néanmoins nous allons examiner le 
deuxième cas. 

Deuxième cas où les points donnés se succèdent 
d’une manière continue , et remplissent une portion 
limitée de l’espace. 

La somme des distances d'un point donné à tous ceux 
d un élément différentiel ds qui sera celui d’une ligne, 

H une surface ou d’un volume , est évidemment pro- 
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portionnelle : 1* à La distance de ce point à cet élé- 
ment , c’est-à-dire à 

*)*+(P— rY+{l—' s)’> 

a,p,7 représentant les coordonnées du point donné , 
et a y z celle de ds ; 2° à ds lui-méme ; 3° au rappro- 
chement plus ou moins grand des points contenus 
dans l’élément ds , c’est-à-dire à la densité i de cet 
élément , densité que , pour plus de généralité, nous 
supposerons variable d’un élément à un autre , de 
sorte que i sera fonction de xyz. 

La somme des distances du point donné à tous ceux 
de l’élément ds sera donc proportionnelle à 

idsV (a— JT)*+(P— ; r)'+(7— )'f 

et en représentant par l une quantité constamment 
proportionnelle à la somme infinie des distances de ce 
même point à tous ceux de la ligne, surface ou vo- 
lume que l’on considère , on pourra poser 

idsV (a— a:)*+(j3-; r )’+(?— z)\ (i) 

Cette intégrale étant simple, double ou triple, sui- 
vant qu’il s’agit d’une ligne, d’une surface ou d’un 
volume. 

Si, au beu de se donner à priori le point a p 7, on 
veut déterminer sa position par la condition que ï soit 
un minimum, on posera 


dï dï dï 



ce qui donne en diflérentiant sous le signe J, 


( ao6 ) 
id$(a — x) 


(2) J Y (*— x)'+(p-y)'+(-r-z)' °’ 

f ids($—y) 

J y~xy+(p — r)’+( 7 — z ) * 

f ids(y—z) 

J V — z y ?=0 ' 

‘ •' * 4 ) I . 1 . . * 

Ces trois formules résolvent de la manière la plus 
générale le deuxième et dernier cas du problème qui 
est souvent indéterminé , car il est évident ; par 
exemple , que lorsque les points donnés forment une 
ligne droite , un point quelconque de cette ligne 
droite satisfait à la question. 

Il ne reste plus qu’à discuter les équations précé- 
dentes et à en déduire les résultats qu’elles contien- 
nent, en les appliquant à des cas particuliers. , 

On en déduit par exemple que , dans toute courbe 
ou surface, ou volume qui a un centre , ce centre est 
le point pour lequel la somme 2 est un minimum ; 
plaçant en effet l’origine des coordonnées en ce point, 
et posant », f 3 ; , 7 égaux à zéro , les intégrales des 
équations (2) seront identiquement nulles , puisque 
chacune d’elles se compose d’éléments égaux deux à 
deux, et de signes contraires (on suppose i constant). 
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